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Eloszo

Matematika oktatdsunkban a szdmolOgép-hasznalat jelentGsége és szerepe az utobbi
idében noétt, ugyanakkor az érdekldd6 diakok, tanarok vagy sziilok szamara a jelenleg
elérheté magyar nyelvli forrasok kimertilnek a szamoldgépekhez tartoz6 felhasznaloi
kézikonyvekben. Epp ezért sziikségesnek éreztem egy olyan jegyzet megirasat, amely
kdzép - és emelt szintl érettségi feladatok megoldasaval mutatja be a Casio fx-991CE X
szdmologép hasznélatat.

Ezen jegyzet f6 célja, hogy azon tul, hogy bemutatja az fx-991CE X alapvet6 funkcioit,
utmutatdt adjon a szamologéppel torténd feladatmegoldashoz. Mindenek felett azonban
biztatom az olvasoét, hogy oldja meg a sajat matematikai problémait a Casio fx-991CE X
szamologéppel!

A megoldasok soran nem torekedtem a legrévidebb megoldasra, vagy ismert, illetve
kevésbé ismert triikkok alkalmazasara, még akkor sem, ha ez jelentdsen leegyszeriisitette
volna a megoldast. Harom témakor keriil bemutatasra: Egyenletek / Egyenl6tlenségek,
Statisztika és Analizis.

A jegyzet elsGsorban tanarok szamara késziilt de haszonnal forgathatjak azok a didkok is,
akiket érdekel a szamologéppel torténd feladatmegoldas. Kérem, hogy az olvaso tekintse
ezt a jegyzetet egy elsé probalkozasnak, egy dinamikus tartalomnak, amely a
visszajelzések és javaslatok alapjan folyamatosan valtozik majd.

Javaslatait és elképzeléseit szivesen varom az alabbi e-mail cimen:

mathcrutch@gmail.com

Honlap: https://mathcrutch.com



NEHANY GONDOLAT A SZAMOLOGEP-
HASZNALATROL

A szamologéppel torténd tanitasnak hazankban nincs pedagdgia térténe. Vajon a didkok
szdmara a szamoldgép-hasznalat tobb elénnyel jar, mint hatrannyal? Nos, tiz évvel ezel6tt
a szamologeppel kapcsolatban aligha gondoltunk nagy felbontast kijelzore, wjszert
beviteli modra vagy tablazat-kezelé funkciéra. Régi szemléletiinkben a szamoldgép
sokkal egyszeriibb, 6sszehasonlitva az utobbi idében végbemend dinamikus fejlesztés és
verseny eredményeképpen megjelend modern szamolégéppel. Ugy gondolom, hogy
osztalytermi kdrnyezetben a modern szamoldgépek sokkal jobban eldsegitik a pedagdgiai
tartalomra és a kritikus gondolkodasra valé fokuszalast.

Evtizedekig az algebraban a négyzetgydkvonashoz tablazatot hasznaltunk. A tanar tiltotta,
hogy a diak szamologépet hasznéaljon, ugyanakkor matematika oktatasunk - azon a szinten
- nem tartalmazta annak magyardzatat, hogy miért ugy keressiik ki a megfeleld értekeket.
Hasonloképpen tanitottak a trigonometriat is. Megtanultuk hasznalni ezeket a tablazatokat
anelkal, hogy barmit is megertettink volna az alkalmazott procedurabol. Ez a tipusu
tanitdsi modszer a kreativ gondolkodés fejlesztése helyett a rutinszeri méddszerekre
korlatozodott.

Manapsag természetes, hogy szadmologépet hasznalunk a négyzetgyokvonashoz vagy a
szinusz, koszinusz és mas trigonometrikus fliggvényekhez. Elfogadjuk, hogy a
szamologép-hasznalat ezen miveletekhez — és mas miiveletekhez is - tobb elénnyel jar,
mint hatrannyal.

A szamoldgep nem gondolkodik a diak helyett. A diak gondolkodik, és oldja meg a
matematikai problémat. A szdmologép egy jol felhasznalhat6, hasznos eszkdz, amely
pontosan azokat a miiveleteket hajtja végre, amelyeket a didk a szamologépbe beir. A
diaknak kell értelmeznie a problémat, es neki kell megtalalnia a helyes szamokat,
egyenleteket, fliggvényeket stb.

Manapsag a tanuldk sokfele szoftverhez (Windows, Linux, Word stb.) hozzaférnek,
amelyek az oktatas fontos részét keépezik. Ezek a programok - a szamoldgépekhez



hasonléan - csak asszisztdlnak a munk&hoz, a megoldds azonban a megadott
informécioktol fiigg.

A x-991CE X szamoldgép jelentdsen meggyorsitja a tanulasi folyamatot, igy a diaknak
tobb ideje van megismerni érdekes matematika problémékat és felfedezni mintakat a
matematikaban. A szamologép-hasznélat a diak magabiztossagat is erdsiti a jelenleg
elérhet6 technikai eszkdzok alkalmazésaban, csak gondoljunk a modern telefonokra és az
érintéképernyds eszkozokre! A didkok megszoktak, igy konnyebb dolgozniuk hasonld
eszkozokkel. A szamoldgépek nagyon hasznosak hiszen hordozhatdk, megfizethetdk és
azonnal hasznalatra készek! Ugyanakkor érthetd, hogy a tanarok vagy sziilok félnek a
szamolbgép hasznalattél. Ez abbdl a tapasztalatbol jon, hogy megszoktak, hogy egy
miivelet eredménye csak hosszi, nehéz (manudlis) szamitds utan kaphatdé meg.

Mindazonaltal elfelejtik, hogy a hiba lehetdségek szama ez esetben szamottevo.

Sok szerencsét kivanok a problémamegoldashoz az fx-991CE X szamologéppel!
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19. %)2(20 ................................................................................................................. 43
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20. Jeldlje a 4x* —19x+22<0 egyenlétlenség valds megoldasainak halmazat A, a
sin2x <0 egyenl6tlenség valos megoldasainak halmazat pedig B. Igazolja, hogy
Al = TSRS 45

21. Adott a sikbeli derékszdgii koordinata-rendszerben az y = 3x* — x> egyenletii gorbe.

lgazolja, hogy ha x & ]0; 3[ akKor y > 0. ...cccovviriiiiriiniriniccn, 46

22, B = X A 2 ettt r ettt ettt Re Rt et e et eeneene s 53
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A kovetkez6 feladatok az egyenlet grafikus megoldasanak fontossagat hivatottak

szemléltetni. A QR kod hasznalataval a fiiggvény grafikonja rogton elérhetd, igy a
megoldashoz tartozo kozelitd szam konnyen leolvashatd. Ugyanakkor a legtobb feladat
azonossagok alkalmazésaval is megoldhat6. Mindazonaltal, azt gondolom, hogy az
Egyenlet / Egyenldtlenség témakor kezdetén a grafikus megoldés fontosabb, hiszen a didk
egyszerre lathatja a fliggvény képét, a fiiggvény értelmezési tartomanyat €s mas jelemzoit
ugymint sz€ls6érték, x és y tengely metszéspontok stb. Habar, a legtébb esetben a beépitett
egyenletmegoldd funkcidt is alkalmazom.

Az algebrai (azonossadgokon alapuld) megoldas szamologéppel is elokészithetd. Ennek a
jegyzetnek nem célja ezt bemutatni, de néhany dologra szeretném felhivni a figyelmet.

A) log(xy)=logx+logy
B) Iog(%)zlogx—logy

A fenti két esetben az azonossagok érvényessege sok példaval illusztralhato. A tanuldk az
azonossagokat jogszerliségét jatékos peldakkal fedezhetik fel. Természetesen ez nem
bizonytas, de legaldbb is latvanyos. Specidlis esetek, példaul x=y vagy gyakori hibék,
példaul

log(xy)=logx-logy vagy Iog(?] = :2% kdnnyen demonstralhatok szintén.

A szamologéppel torténd jatékos megkdzelités sokat segit a logaritmus fogalmahoz.
Javaslat: alakitsunk ki csoport munkat a didkok kdzott (maximum 3-4 £6) A tanar leirja a
kiszdmitando logaritmust a tablara és megkeri a csoporttagokat, hogy irjék le a logaritmus
kozelitd értékét. A tanar roviddel késobb leirja a megoldast a tablara és az, akinek a

csoporton beliil a legjobb a kozelitése az mehet tovabb a kovetkezd korre. A jaték addig
folytatddik amig két személy marad. A kdzottik 1évo utolsdo mérkdzés a jaték vége.
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Oldja meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan: Ig(2x —1)+Ig(2x—3) =198
Els6 modszer

Hatarozzuk meg a bal oldal értelmezési tartomanyat!

log, b éertelmes, ha a>1, a=1és b>0. A logaritmus alapja 10.

Tovabbhi feltételek:
2Xx—1>06s 2x—3>0 < x>3/2.

A gyokok helyzetét jobban latjuk, ha felrajzoljuk a két oldalhoz tartoz6 fliggvények
grafikonjat.

Legyen
f(x)=Ig(2x-1)+Ig(2x-3) és g(x)=1g8
Nyomjuk meg a Meny-t, és valasszuk a Tablazat-ot (vagy irjunk 9-et).

Ezt kovetden adjuk meg a két fliggvényt!

25 g 3% 4 OO0

9:Tablazat

4 e o)
1 J gD g Ei f(x3= og (2x—1D+1 [z (x3E] 0g (8)]

Ami az x valtozot illeti, nyomjuk meg az és (OJ(x) gombokat vagy csak [X]-et.

Megjegyzés: a 10-es alapt logaritmus log (log,,a=1Iga), minden mas esetben a
gombot hasznaljuk.

Nyomjunk (=]-t és valtoztassuk meg a Kezdé, a Zaré és a értékeket rendre 1,6; 5
és 0,5-re (a minimum érték — az egyenlet értelmezési tartomanyanak megfeleléen — 1,5-
nél nagyobb kell, hogy legyen.) Az (=) megnyomasa utan az aktualis fliggvényértékek
tablazata jelenik meg:

— 5 H - o]
Tabl tartomany 1w | -6 556 | Br303
Kezdd:1,6 2| 2.1|0.5243| 0,903
e 3 2.e|0.%656| 0,903
Zaro :5 al 3.1l1.2211] 0.903
Lépés:0, 9 1.6

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK 10 IGNACZ GYORGY



A QR kddhoz nyomjuk meg a és gombokat.

A fliggvény képehez a QR kodot mobiltelefonnal kapjuk meg vagy ha ClassWiz
emulatorral dolgozunk, ugy nyomjuk meg egyszer a QR kddot. Egy uj lap fog megjelenni.

F =
2.5
2.0
—
1.0
0.5 /"'
n.n
/
-0.5
-1.10 =
165 21 2B 31 36 41 4k
— (&) =g X

Ahogy az lathatd, a megoldas 2,5.

Megjegyzés: Mindig vessiik 6ssze a megoldast a feltétellel, a tovabbiakban ezt feltesszik.

Az egyenlet bal oldala ndvekszik, ugyanakkor a jobb oldala alland6. Egy megoldéas
varhato.

A megoldast az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve lathatjuk, hogy az kielégiti az
egyenletet. Azt is lathatjuk, hogy nincs mas megoldas.

Masodik modszer

Az x valtozét hasznalva irjuk be az egyenletet Ugy, ahogy az megjelenik. Ami az ‘=" —t
illeti, nyomjuk meg az és gombokat ebben a sorrendben.

=Ac|
“]og(2x-3)=log{B)

Az egyenlet megoldashoz a és (Solve) gombokat hasznaljuk majd az (=]-t.

o ©
. < eam . . log(2x—1)+log (2%
A megoldas egy kis id6 mulva jelenik meg:

= 2, 5
L—R= 0

Honnan tudjuk, hogy nincs tébb megoldas? Jatszunk egy kicsit!
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Nyomjuk meg az (=]-t Ujra, és valaszunk egy 2,5-nél kisebb (vagy nagyobb) értéket. A
szamologép egy masik megoldast keres, kozel a megadott értékhez. Példaul, irjunk 1,6-t,
majd nyomjunk (=]-t.

o =0
log(2x=1)+]log{2x--||log{2x—1)+1og {2x-»

= 2, 5
x =1,0 L—R= 0

A megoldas nem valtozott.

Ha egy masik — kiilonb6z6 — szammal prébalkozunk, példaul 10-zel (nagyobb, mint 2,5)
a megoldéas akkor sem valtozik.

Megjegyzeés 1: az els6 megoldashoz tartozoé grafikon jol mutatja, hogy egy megoldas van.
Ez nem mindenki szaméra nyilvanvalé.

Megjegyzés 2: a kozelitéshez j6 szamot valasztani nem konnyt. Segithet a két oldalhoz
tartozo fuggvény grafikonja és a fliggvények tulajdonsagainak ismerete. A szamologép a
Newton-Raphson numerikus modszert hasznalja az egyenlet megoldasahoz.

V¥ Adjuk meg a kovetkezd egyenletek megoldasait:

a. lg(14—x)=2Ig(2x—4)—Ig(3x—11)
b. Ig(x2 +x—6): Ig(l—xz)

c. log, x+logy x=6

A téblazathoz tartoz6 tartomany lehetett volna a [-5; 5] intervallum. Ebben az

esetben a szamoldgep hibat mutat bizony x ertékekre és a program nem rajzolja fel
a fiiggvény képét sem (hibaiizenet: an unsupported parameter is specified). Igy, a
megfelel értelmezési tartomany, a fuggveny képe és az egyenlet megoldasa egyszere
jelent meg a feladatmegoldas soran.

s & Z i fixd ()
Tabl Eartomany 13 * 1 ERgDR 09,5034—
Kezdb:-5 14|  1.5| ERROR| 0,903 |
Firaiale 15 z|0.4771| 0,903
Zaro :5 16| mmmema | 0.505] 00903
Lépés:0,5 2,5
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Egy haromszog x szoge kielégiti a kovetkezd egyenletet: 4c0s* X —8cosx —5=0.

Adjuk meg az x értékét!

Els6 médszer

A sz6g egysége fok (DEG, °).

Az y=cosx helyettesitéssel az egyenlet masodfoku lesz:

4y’ —8y-5=0.

Hasznaljuk a beépitett masodfoku egyenlet megoldd funkciot:

1:5zimult egyenl |Polinom
2:Polinom Foka®?

2~4 valaszt

=ac!
AHZ+hH+C
| [EE 0w + 1]

Valtoztassuk meg az egydtthatokat, majd nyomjunk (=]-t.

VoF T WTF I T v VoF T i
AE T ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
Az - - N Xq1= Xz=
k5] _A
-5 2 2
5 1
A megoldasok y, = es Yy, = )
5 (5
2 =3 = oo cos (3

o
Matematikal HIBA

[LAC] tMégzsem
[«41[»]1:Ugras

(A kivént x nem létezik, mert a cos fiiggvény értékkészlete a [-1; 1] intervallum.)

1
b. y, =—==c0sX
Y, >

Hatarozzuk meg a koszinusz inverzét:
H-B0®-20-E

Megoldas: a keresett sz6g 120°
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Masodik modszer

A sz6gegyseg legyen radian!

A kilonb6zé szog egységek kozatti valtashoz nyomjuk meg a

1:Bevitel/Kiiras |
2:5z0g m.egys
3:Szamformatum
d:Mérnoki szimb

1:Fok (I
2:Radian (Rad}
3:0jfok (Grad)}

| T——

(MEN) gombokat.

Radian

irjuk be az egyenletet. Kozelité megoldasként az x =z (vagy csak 3) értékkel szamolunk.

Vo @
4cos(x)°—8cos (D -»

yIF o

«x)°=8cos (x)=5=0

Vor &
4cos(x)°—8cos (x)-r

x =ni

Vor
4cos(x)°—8cos (x)-r
= 2,094395102
I.—R= 0

Vi ©
4cos(x)°—8cos (x) -

Taroljuk majd hivjuk el az eredményt az illetve gombok lenyomasaval. Az
(=) megnyomasa utan a megoldast tort alakban kapjuk meg.

Vo' & A

ANns

2

§ﬂ'

VIF ©
2

§X180

&

120

» Miert alltunk meg, és nem keresiink tovabbi megoldasokat?

Megjegyzés: Legyen a szogegység fok. Az x =0° kdzelitésre a
program 9 999 960 ertéket ad. Probalkozzunk egy masik
értekkel. Tudjuk, hogy a megoldas 0°-nal nagyobb de 180°-nal

Kisebb, igy az x =90° (%j értéket hasznaljuk.

¥ir O
4{cos(x) )’ —-8cos(ar

x =90

T [
4{cos{x) ¥ —8cos (at
= 120
L—R= O

V¥ Keressiik meg a kovetkez6 egyenletek megoldast (feltételezzilk, hogyx e R):

a. sinx+

3cosx=2

b. +/3sinX —cosx =+/3

C. SIN2X=2C0S X
d. sin2x <sinx

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK
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Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan! 4x —

Elokészités

5=8x

A két oldalhoz tartoz6 fliggvények megjelenitéséhez Tablazat mddot hasznalunk.

A két fiiggvény f (x)=4x-5 és g(x)=8x

40

A megoldas 6 és 7 kozott van.,

3a

1\
| ALY

AN

="

0 =

-10

1.0 20 30 40 50 &0 70 50 9.0 100

— ) —gio i
Megjegyzes:
A kozelités pontossaga novelhetd. Valtoztassuk meg a l1épések mértéket 0,5-re!
VTF [ o]
Tabl tartomany d * al a5 |
Kezdo:z I 1 W T
Zarg ¥ 12| — |
A megoldashoz nyomjuk meg a (=) gombokat. POy
A program a feltételezett megoldashoz kézeli szamra var.
Voo
iAo 4x—5=84x
A kozelites erték legyen 6,5.
x =6, 4
WD .4'_
Egy megoldas x =6,25 Axm5=8ix
= 6, 25
[.-R= 0
A fuggveny grafikonja alapjan megallapithatjuk, hogy nincs mas megoldas.
Megoldas: x=6,25
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V¥ Oldja meg a kovetkezd egyenleteket:

a2x—-1++x-1=5

b.NX+5=x>-5

Vizsgaljuk meg a metszéspontok szamat altalaban, az egyenes és a négyzetgyok
tovabba az egyenes és a parabola fuggvények kozatt.

A metszéspontok szama néqgyzetqyok és egyenes fiiggvények esetén

Nulla metszéspont Egy metszéspont (két azonos)  Két metszéspont

/

A metszéspontok szama egyenes és parabola fliggvények esetén

Nulla metszéspont Egy metszéspont (két azonos) Ket metszéspont

VS VRN ¥

A metszéspontok szama mindkét esetben 0; 2. Ezek az informaciok sokat segithetnek a
megoldas megkereseseben. Peldaul, ha tudjuk, hogy két megoldas van, akkor nincs
értelme tovabbi megoldasok utan kutatni.
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Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan: x* —3x+2=0

Els6 megoldas

irjuk be az egyenletet tgy, ahogy az megjelenik: e — St 2=0)

V7

Nyomjuk meg a és [cac) (Solve) gombokat, majd az (5)-t.  |x?-3x+2=0

x =0
Tekintsiik az x =0 ertéket! (alaperték)
) ) S —3%+2=0
Nyomjunk (=]-t kétszer: o .
L—-R= 0

Az els6é megoldas x=1. Adjunk egy maésik 1-nel kisebb értéket (harom megoldéasra
szamitunk, melyek kozott egyenldk is lehetnek).

Probaljuk meg az x =-3 értéket:

o [ B [
e? —3x+2=0 ®—3x+2=0
r= -2
x =—3 L—R= 0

Tovabb probalgatva, azt talaljuk, hogy nincs mas megoldas.
Ugyanakkor, x a kovetkezd intervallumbél vélaszthatd: |—oo; —2[; [-2; 1[; [1; o] .
A QR kod és az egyenlet bal oldalahoz tartozo fliggvény:

150
Megoldas: 100 ,

a0
x=1vagy x=-2. /
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Megjegyzés: A fenti abra nem elég tiszta ahhoz, hogy a gyokoket megkulonbdztessik.
Véltoztassuk meg a hatérokat a [-3; 3] intervallumra.

A - Vo B
Tabl tartomany || %16 a0
2 -2 o
Zaro :3 46 2 20
Lépés:i -3 -
0 —— _...--'/
-10 4
-20
-3l
-3 -2 - 0 1 2 3
— X

Pontosabb fliggvényképet kapunk, ha az y hatérait (y,,, s ... ) is megvaltoztatjuk:

Setting x
Start -5 il
20
End 5
10
Step 1 0 B _..-ff
Sync Axis OM m =10 /
Ymin 30 4m 20 /J
=30
Ymax 30 4m 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
— (%) H
BT

A kovetkez6 fiiggvények felrajzolasaval is megoldhato az egyenlet.

3 g 3y
f(x)=x> és g(x)=3x-2. - :
Azy hatrai: y_. =-40 és y__ =40 20 /f‘
|
.--""'"...
7o 7= i
f (x)=27 g (x)=3x—2
.-""...-7
-20 7
— /
Tabl tartomany -40
%gquﬁ:%B -5 -4 -3-2-10 1 2 3 4 5
aro — —
| Lépes:] | ———— :
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Maésodik megoldas

Hasznaljuk a beépitett harmadfoki egyenletmegoldo6 funkciot:

.l E] =3o! F
1:5zimult egvenl ||Polinom a><3+b><2+6><3+d - ;
2:Polinom Foka? I+ s b
= ams 5 a oo S
Egyenl et /Filiggv 2~4 valaszt 0
i (=0 A ¥ o [ A &
s i ax3*+bx2+cx+d=0 ax?*+bx2+cx+d=0
1u5+ 02— ||y = Ka=
2 -2 1

Az érdekl6d6 diak konnyen eszreveheti, hogy x =1 megoldasa az egyenletnek.

Ebbdl kiindulva mas racionalis szamokat is tesztelhet azzal, hogy megvizsgélja a 2

osztoit. A fuggvenyértékeket kiszamolasa helyett, készitsik el a megfeleld
fliggvényértékekhez tartozo tablazatot:
Vo' JTF I Vor
f (x)=x"-3x+2 Tabl tartomany | Foz| " d ¥ o T
Kezdd:-2 2| — 4 4 1 o
7Zaré :2 A R pe )
Lépes: 1l -1
A raciondlis megoldasok x=-2 és x=1.
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A FELADATOK MEGOLDASAI
lg(14 - x) = 2lg(2x— 4) - Ig(3x —11)
Az egyenlet két oldalahoz tartoz6 fiiggvényeket jelolje
f(x)=1lg(14-x) és
9(x)=21g(2x -~ 4)g(3x ~11).
Elsd megkozelités

A feltételek:

2Xx—4>0 ha x>2

11 :>X>1—1z3,6 és 14—x>0=>x<14
3x—-11>0 ha x>§ 3

A . - . 11
Végul is, az egyenlet értelmezési tartomanya 3 <x<14.

Iy o O =aC] =]
f(xi=log(14—x gl{x)=d2x—4)+1og(rTabl tartomany
13 g i g M g Ej

Eal? X7 4 ¥ 4 OO Zaré :10
9:Tablazat Lépés:0, 4
o]
E fimy alx)
1| DT | 1L 0125 (2. 0629
z 4,1|0.9956(1,1325
3 4,5|0.9777 1
4 4,9] 0,959|0, 9555 | 4w
]

Lathatd, hogy x=4,9-nél a két fliggvényérték 2.5
majdnem ugyanaz. Egy kozelitd megoldas 4,9. 2.1
Az f(x) fluggvény grafikonja az 5-nél nagyobb 15

| T

értekekre szigorlan csokken, igy az x>5 10-
tartomanyban nem varhato tovabbi megoldas.

0.5

n.n —
37 45 53 61 B8 77 85 43

— () =g ®
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A pontos megoldashoz nézziik meg még egyszer a flggvényerték tablazatot (a fliggvény
grafikonja nem elég tiszta ahhoz, hogy megkulénbdztethessiuk a megoldasokat).

Ugy tiinik, hogy 5 egy lehetséges megoldas.

VTP

] fixa
P | 10125
4.1|0.9956
425 |0.9777
4.3 0,359

flmd Fixa
1,2041
0.9542

0.9a1

ELE
2, 0629
1.1325

1
0. 9586

q
o
&

1
0.9542
0,303

1
2
3
4|

Megoldas: x=5.

3, 7

A megoldasokat mindig vissza kell helyettesiteni az eredeti egyenletbe. A tovabbiakban
ezt feltételezzik.

Masodik megkdzelités

irjuk be az egyenletet: hog{Ti-x>=210g (2>

A megoldashoz nyomjuk meg a [cALC) (SOLVE) gombokat.

A kezdd értek 4 (a figgveény értelmezési tartomanya mar ismert)

o [ o O
log(ld—x)=2log{2:(log{ld—x)I=2]0g (2>

x= 4, 857142857
x =4 L—R= 0

A megoldas kozelitdleg 4,9.

Keresslink egy méasik megoldast.

Nyomjuk meg az (=]-t még egyszer, és irjunk 4,5-t illetve 13,5-t egy lehetséges
kdzelitésnek:

o [ =do! o [ 7 O
log(1d—x)=210g(2:|log{ld—x)=2]lo0g(2:x|log{ld—x)=2]log (2:||(log(ld—x)=2]10g (2>

= 4, 857142857 = 5
x =4,5 L—R= Ox =13, 9 L—R= 0

Megoldas: x~4,86 és x=5.
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lg(x* +x—6)=Ig(1-x*)

A feltételek x> +x—6>0 és 1— x> >0.

Az egyenldtlenségek megoldasahoz nyomjuk meg a MENU)-t, és valaszuk az Egyenlidtlenség
maodot.

A kovetkez6 lepések:

A E] o7 O
Polinom 1:ax@+bx+c>0 Az Hce 0
;—lﬂfd i Foka? 2:ax2+bhx+c<0 I+ U+ 0x0
EE g X} JE oo 3:ax2+bx+c20
B:Egyvenldtlensé 2~ valaszt 4:ax2+bx+cx0 0
o7 Pi=al0] JoF F=a0]
@z a<x<bh AxZHR T x<a, b<x
- 1xZ+ 0 CE— > 0 1uz+ 13 0
1 -1<x4£1 -6 X<{-3, 2{¥

A probléma az, hogy a

—1<x<1 és x<-3

vagy

—1<x<1 és x> 2 feltételek ellentmondasban allnak egymassal.

Ez azt jelenti, hogy az egyenlet ételmezesi tartomanya ures halmaz.

Nincs megoldas.

Ty B |
Megjegyzés A: Vegyluk fel a két feltételt a . \ /
koordinata-rendszerben. ] \ /
Az X +%x-6>0 és 1-x2>0 feltételek az x | / \\
tengely feletti pontokat jelentik. Ezek a pontok ¥ / \
- : . - -6
lilaval, illetve zolddel vannak jel6lve.

-5
Megjegyzés B: e B e

aI=gy — T — g K

irjuk be az egyenletet:

- o =3o] =30
«+x—6)=log(1-x*) |[log(x’+x—6)=10g( 1{Nem tud megold

[AC] iMégsem
x =0l [4]1[»]1:Ugras
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log, x + log, x =6

Az egyenlet értelmezesi tartomanya x >0

Vo I
logo(x)+1logy{x)=6

= 81
x =0 L—R= 0

Vo Vo O
logz{x)+loge(x)=08 ||log;{(x)+logs(x)=6

A tovabbi probalkozas azt mutatja, hogy nincs mas (kiilonb6z0) megoldas.

Megoldas: x=81.
Most valtoztassuk meg az egyenletet a kovetkezore:
log,(2x—1)+log, x=6.
Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényeket:
f(x)=log,(2x—-1) és

g(x)=6—log, X

Mindkét esetben a logaritmus utan egy linearis fliggvény szerepel. Mennyi lehet a
maximalis metszéspontok szama a két figgveny esetében? Hogyan kapcsolodik ez az

eredeti feladathoz?
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Komplex trigonometrikus egyenletek megoldasa szamologéppel nem egyszerii. Ha

a feltételek megengedik, akkor végtelen sok megoldas van. Ezek nem mindegyike
fliggetlen egymastol, a megoldasok a periodussal kapcsolodnak egymashoz. Ebben a
fejezetben két dolgot fogunk bemutatni: az els6, a fiiggetlen megoldasok megkeresésének
modja, a masodik pedig, a megfeleld periodus megtalalasa az egyes megoldasokhoz. A
szamolbgép rogton megad egy megoldast. Ha sinx=a akkor X :sinfl(a)+ k-2r.
Bizonyos megoldasokat jobban részleteziink. A cél az, hogy megtalaljuk a megfeleld
tartomanyt a masodik (kiilonb6z6) megoldashoz. Ezért olyan fontos a szimmetria
tulajdonsag és a periodicitas. A 8. és 9. problémak megoldasa hasonld, megoldasukkal a
megfelel6 kozelitést probaltam bemutatni. A 10. problémaa 11, 12 és 13. probléma alapja.
Hiszink abban, hogy a szamologép segitségével a tanar sokkal hatékonyabban tudja
tanitani a trigonometrikus fliggvényeket és egyenleteket. Ebben szekcioban a k, | szamok
mindig egészek.

Tekintsiink két egyszerii egyenletet.
Oldja meg az sinx=0,5 egyenletet, ahol 0°<x <360° illetve 0<x<27

A. Az x mértékegysége fok (D)

' Vo || N o © i
1 |J:|1I:§ i HE fixi)=kin(x) Tabl tartomany | %0
— Kezdd:0 2 30 0,5
Xy g 5 g oo Zaré :360 e
9:Tablazat epes .30 0
o] o] o]
i fima :-c: fimd x fimd
4 1 7 180 a 11 300|-0. 366
=1 1201 0,866 g 210 -0.5 12| 330 -0.5
& 150 05 5 | G El 240 -0, 866 13| IR a
Gl 150 u} 10 I -1 14
180 270 360

Az els6 szog, melynek szinusza 0,5 30°. Ezt tamasztja alé a flggvény grafikonja is.

r . |
1.5
1.0 e
1.5 \
n.n
30° 150°
-0.5
.0 Mo |
_‘I_
0 20 60 90 150 210 270 330
— {0 LS
il
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A 30° és 150° kozotti tartomanyban a fliggvény szimmetrikus. Egy megoldas
megtalalasdhoz hasznéljuk a szamoldgepet. Barmi is a megoldas, a masik megoldas ebbdl
az x =90°-ra valo tikkrozéssel kaphato meg. Ugy tiinik, hogy a két (kiilonboz6) megoldas
30° és 150°.

Az egyenletet azonban mas modon is megoldhato.

Tegyiik fel, hogy a fiiggvény grafikonja nem ismert. irjuk be az egyenletet Ggy, ahogy az
megjelenik. A szinusz az elsO és a masodik siknegyedben pozitiv. A feltételezett megoldas
az 0°<x<90° vagy 90°< x<180° intervallumokban lehet. x = 45°-t valasztottuk.

=ac! o =3o)
sin{x)=0,5 sin{x)=0,5 sin(x)=0,5

= 30
x =489 L—R= 0

A megoldas 30°. Barmilyen mas szamot tesztelhetiink a 0° és 90° intervallumban, a
megoldas mindig 30°.

Megjegyzés: az elsé megoldds megkaphat6 a szinusz fliggvény [sin-%0, 5>

inverzének kiszamitasaval is: .

A masodik megolddshoz megtalalasdhoz vélasszuk ki a megfeleld érteket a megfeleld

siknegyedbdl. Példaul, ha az els6 megoldas 30°, akkor a méasodik:

vor o o [
sin{x)=0,5 sin{x)=0,5
= 150
x =1004 L—R= 0

Ebben az esetben a valasztott szam a 100°.

Megoldas: x=30° és x =150°.

Megjegyzés: bizonyos esetben nem kaphaté meg az x=150° mint masodik megoldés,
még akkor sem, ha a valasztott szdm 90° és 180° kdzOtt van. Legyen a valasztott szam
135. Ezzel megkaptuk a 150°-ot. Mi a probléma az x =91°-kal? (Lasd: az egyenlethez
tartozo fuggveny grafikonja)

o7 Wo# [ JoF Voo [
sin{x)=0,5 sin{xi)=0,5 Sintx)=0,5 sintx)=0,5
= 30 = 150
x =91] L—R= Ox =139 L—R= 0
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B. Az x mértekegysége radian (R)

Valtoztassuk a modot radianra. Ezt akéar a szdmolas kozben is megtehetjik. A mad valtas

utan a kozeliteshez adjunk egy értéket. A két intervallum [0;%} és }%;4 :
Az (=) megnyomasa utan valtoztassuk meg a korabbi értéket (150°), az Ujra (0°).

0° valasztottuk:

/ = / 2

WoF [ Vor @ Vor @ Vir W
sin{x)=0,5 sin(x)=0,5 sint{x)=0,5 sin{x)=0,5
x= 150 |x= 150 = 0, 5235987756
L—R= 0 [L—-R= Ox =0 L—R= 0

A megoldas ~0,52.
Kodnnyen megkaphato a pontos megoldas [%n’] az gomb megnyomasaval, majd

valasszuk a Szdog mértékegységet radiannak.

_ B oF W i £ Jor W i
: tv||AnsT] 1:° 2:0 AnsT
2:5Z6g m. egys 3:=
Mernoki szimb 1
7T
6
Masodik megoldas:
+
, , 3 3
A vélasztott szam >z | = 2 =—7
4 2 4
o O o © AR o O
sin{x)=0,5 sin{xi)=0,5 sintx)=0,5 sin(x)=0,5
= 0, 52359877506 x= 2,617993878
L—-R= O x =3n+4 x =2, 35619448 NGNS 0
E] ™ o Yy ™ O I
l1:Hiperbolikus fv|[1:° 2:T AnsT| Ans®
2:5z6g m.egvys 3:
J:Mérnoki szimb -in
8]

Megoldas: x:ln es X=§7Z'.
6 6

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK 26 IGNACZ GYORGY



Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet sinx =-0,5 ahol xeR

A V' & Vo' &
f{x)=sin(x)l Tabl tartomany x| fim
%ﬁ bl Q&H = Kezdd:0 P e 1
X} g 3§ g OO Zaré :6,2831 it e I
9:Tablazat Lépésin+2 0
SS—

Talaljunk egy megoldast.

Hasznalhatjuk a szinusz inverzét vagy az egyenletmegolddo funkciét. Az

egyenletmegolddhoz egy kozelités szikséges. A két véalasztott szam a l:ﬂ;?’?ﬂ:l és

3z .
—; 27 | intervallumban van. —
2 sin1(-0, 5)

Elsé megkozelités.
. 1 1 11 e L

A kapott szam —gﬂ vagy —67[+27Z=E7Z (pozitiv érték sziikseges, ugyanakkor a

szinusz flggveny periodikus flggvény).

1 7
A szimmetria miatt a masik (kiilonb6z6) megoldas 7 + 672' = gﬂ
. 7 11
Megoldas: x =€7Z'+ K-27 vagy X =€7Z'+| 27
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Masodik megkdzelités.

A koOzelitéshez valasztott szam 577[

Vor [
sin{x)=-0,9

yir @
sin{x)=—0,5

x =5+

Megjegyzeés: barmilyen szdm hasznéalhato a

T 37”} (=[3,14; 4,71]) intervallumbol.

o o
sin{x)=—0,5

x =g

™ o
sin{x)=—0,5

x= 5.75958653%

[.—R=

(A valasztott szam a masodik kozelitéshez 6)

X~3,6652+K-27 és x~5,7596+1 -2

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK
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Vor @
sin{x)=—0,5

= 3, 665191429
L—-R= 0
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Vizsgaljuk meg a sin x =% egyenlet megoldasait, ahol x mértékegysége radian.

Ahogy az lathatd, végtelen sok megoldas van. Sin_l“[’ 3 ]
4
0

...-5,4:-4:08; 23; 7,1.... , 818062079

Bizonyos megoldasok fliggetlenek egymastél, masok nem. Példaul, -5,4; 0,8; 7,1
mindegyike kapcsolodik egymashoz: a kozottiik 1évo tavolsag 27 (lasd a grafikont).

] -7 -B -5 E -2 -1 1 2 E] 4 5 [3 T
_/ 27 \ \ /
>

27 27

A

Y
A

A
v

Ez azt jelenti, hogyha ismerlink egy megoldast, akkor a masik 27 tavolsaggal odébb van.
Mindig két kiilonb6z6 megoldas van (Szinusz, koszinusz), a tobb ettél 27 tavolsaggal
kalonbozik. A probléma az, hogy hogyan dontsiik el, hogy melyek kiilonbozoek?
(Kiilonbozo azt jelenti, hogy egy megoldas a masikbdol nem kaphatdo meg a periodus
hozzaadasaval / kivonasaval). A fliggvény grafikonja alapjan, a 0° és 180° vagy 0 és
7 (=3,14) kozott két (kiilonbdzé) megoldas van (a szinusz értéke itt pozitiv). Tehét, a
0,8480 ¢és a 2,2935 biztosan két (kiilonb6zd) megoldas.

o7 ¢ © Vor © 3
Sln(x)=z 51n(x)=z 51n(x}=E
= 2, 293530575
x =2, 59 L—R= 0

Megoldas: x~0,8481+k -2z és x~2,2935+1-2x
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Foglaljuk 0ssze az eddig alkalmazott eljaréast:

A) sinx=a ahol 0<a<1, x egysége fok.

Elsé megoldas:
x=sin""(a)+k-360°.

Masodik megoldas:

x =180°—sin™"(a)+1-360°
VAGY

frjuk be az egyenletet majd hasznéljuk az

(Solve) gombokat és adjunk egy
megkozelitést a lehetséges megoldasra. Egy
megoldas mindig 0° és 90° (mindkett6t
beleértjik) kdzott van, a masik pedig 90° és
180° kozott. Tehat a kozelités lehet példaul
0° és 180°.

sinx=0,1979

sini0, 1979)

11, 41418354

X~11,41°+k-360°

=do]
180—-Ans

168, 5858165

X ~168,58° +1 - 360°

VAGY

oF [
sin(x)=0, 1979

x =0

(=0
sin(x)=0, 1979

—
[—R=

11.41418356

Masodik megoldas:

o [
sin(x)=0, 1979

x =180

(=ao]
sin(x)=0, 1979

—
[-R=

168.5858168

Hasonl6 az eljaras akkor, ha a negativ. Ugyanakkor, ha az x mértékegysege radian, akkor

0 és 7 lehet egy-egy lehetséges kozelités.

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK
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Sin X =CoS X

NN

A szinusz, koszinusz fiiggvény periodikus. A periddus 27z. irjuk be az egyenletet és
valtoztassuk at a szogegységet radianra. A kozelités legyen 1.

Vor
sin(x)=cos(x)

Jor |
sin{xl=cos(x)

=3}
sin(x)=cos(x)

= 0, 78530981634
L—R= O

Egy megoldas~ 0,8, lasd a fenti fliggvényt.

A két oldalnak (sin, cos) ugyanaz a periodusa. Ez azt jelenti, hogy a metszéspontok
ismétlédnek 27 -vel késobb.

Ez konnyen ellenérizhet6 az X =7 kozelitéssel.

Vor
sin(x)=cos{x}

x =71

yor @
sin{xl=cos{x)

x= 7,D685834T6

L—R=

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK
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A megoldésok 0,7854 és 7,0686 (kozel a 7-hez) a killonbség 6,2832 (27 ~ 6,2832).
Megoldas: x~0,7854+k -2

Vizsgaljuk meg a kett6 kozotti megoldasokat. Valasszunk egy szamot a kdzelitéshez.
x €]0,7854; 7,0686] .

Legyen ez a szam 4.

Vor vor @
sin(x)=cos(x) sin{xi=cos{(x)
x= 3, 926990817
x =4 L—R= 0

Megoldés: x~3,927 +1-2x
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sin X ++/3cosx =2
Elokészités.

Valtoztassuk meg a szogegységet fokrdl radianra.

l1:Bevitel/Kiiras ||1:Fok (D’ i
2:5Z6g m.egys 2:Radian <(Rad?
3:Szamformatum 3:0jfok (Grad)

4:Mérnoki szimb

Tekintsiik az egyenlet két oldalat, mint két fuggvenyt.
Legyen f(x)=2-sinx és g(x)= J3cosx

A Kezdé, a Zaro és a |_epes értékek legyenek rendre -10, 10, 0,5,

A QR kod és a grafikon:

JOl latszik, hogy a két fuggvény érinti egymast 4
egy pontban. Egy megoldas varhatd. (A masik ST Y AN TN
megkaphato ebbdl 277 hozzdadasaval.) f AN TS T
cof N /
-1
" A N/ "\J A
-3

-100-75 -50 -25 00 20 40 60 §010.0
— f{u) =g X

frjuk be az egyenletet tgy, ahogy az megjelenik:

™ o
«i{x)+{3cos{x)=4

A megoldashoz nyomjuk meg a [cALC) (SOLVE) gombokat. A kezd§ értékeket (0) ne
valtoztassuk meg.

Z2F| =2
gsin(x)+{3 cos(x)=2||sin{x)+{3 cos(x)=2

= 0, 5235985479
x =0 L—R= 0
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Tovabbi (kiilonbdz6) megoldasokat is kereshetiink. A masodik (lehetséges) megoldas
barhol lehet a 27—-0,52359 és 27 +0,52359 vagy 5,7595< x < 6,8067 (kozelit6leg)
intervallumban,

frjuk be a két széls6 értéket mint kozelitést (5,9 és 6,7):

™ O ™ o ¢ & ™ o
gsin(x)+{3 cos(x)=2||sin{x)+{3 cos(x)=2||lsin(x)+{3 cos(x)=2||sin{x)+{3 cos (x)=2

x= 6, 8067839804 x= 6, 806783869
x =5,9 L—R= O =6,7 L—R= 0

A két esetben kapott megoldas ugyanaz, mint a korabban kapott megoldasok (az egyetlen
kilonbség a periddus, 27)

Megoldas: x~0,5236+k - 27
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J3sinx—cosx=+/3

Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényeket:
f (x):\@sinx és g(x)=\@+cosx

Az egyes flggvények periodusa: p; =27 és p, =2r.

A fliggvénygrafikonok alapjan konnyli megadni a megfeleld kozelitést. A két kiilonb6zo
megoldas 0 és 3 kozott van. Ha van megoldas, a masik ettdl 27 tavolsaggal késobb van.

-
il
27 /\
2F >
1 27
Vi
}(—12 -1 _-1i0 U—E 5 -1 =z -1 1z SU T8 9 \10 11 127 13 14 15 \i
#
Sl
o
A

A kezdd értékek 1,5 és 2,8.

Z2F| A =Ao) o o =Ao!
{3 sin{x)—cos(x)=¥|{3sin(x)-cos(x)=t{[{3sin(x)—cos(x)=F{|{3sin{x)—cos(x)=1

= 1, 570796327

T O
{3sin(x)—cos(x)=0

= 2, 617993878
L—R= O

Megoldas: x~1,5708+k -2z és x~2,618+1-2x

Megjegyzés: A pontos értékhez nyomjuk meg az és gombokat.

b A ¢ © 'y
ANS Ans

Megoldas: X=%7Z’+k-272’ es ngﬂ'+|°2ﬂ'
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Sin2x =2c0s X

Hatarozzuk meg az egyes oldalak periddusat.

A bal és jobb oldal periédusa = (: 27”) és 2r.

Talaljunk egy megoldast a fliggvény fenti grafikonja alapjan! A véalasztott szam az 1,5 (a
két fliggvény ebben a pontban metszi egymast kozelitdleg). A periddusok legkisebb kozos

tobbszordse 2.

oF o = oF &
sin(2x)=2cos{x) sin{2x)=2cos(x) sin(2x)=2cos{x)

= 1.570796218

x =1,49 L—=R=

Ha 27 -t adunk az x 1,57 megoldashoz, akkor nem kapunk kiilonb6z6 megoldast.

Ellenérizziik ezt! Az 1,57+6,28 6sszege 7,85. Igy 7,8-cal mint kozelitéssel probalkozva a
megoldas ~1,57:

Vo7
sin(2x)=2cos{x)

x =7, 849

Vr @
sin{2x)=2cos{x)

x= 1, 570796212
L—R= 0

A masik (kiilonb6z6) megoldas 4 és 5 kozott van. Legyen a kozelités 4,5:

=AC!
sin(2x)=2cos{x)

x =4, H

=
sin{2x)=2cos(x)

= 4, 71238898
L—R= 0

Megoldas: x~1,5708+27-k és x~4,7124+ 27 - |

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK
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sin2x <sinx

A két fiiggvény: f(x)=sin2x és g(x)=sinx. p, =277Z

=r €s p,=2rx.

sin2x=sinx

iy
sin{2x)=sin{(x?

x =1]

Vr ©
sin{2x)=sin{x>

x= 1,047197551
L—R=

Vor I
sin(2x)=sin(x?

Oz =3

Vir W
sin{2x)=sin{x>

L—R=

o7 .
sint(2x)=sin(x?’

x =5

¢ W
sin{2x)=sin{x>

= 5, 2359877506

L—R=

Vo O
sin(2Zxli=sin(x?

Ox =d

Jor W
sin{2x)=sin{x)>

L—R=

Megoldas: X:%ﬂ'+k-27r, x=rx+I1-2r, x:gﬂ+m-27r és X=27+n-2x

27

Megoldas: X€:|%7T+n-272'; 7z+n-27r[ és Xe}%ﬂ+m-2ﬂ; 27z+m-27r[(n,meZ)

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK
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J2Xx-1++x-1=5

A bal oldal értelmezeési tartomanyax>1. Ahogy azt kordbban is tettlik, felrajzoljuk a
fuggvenyek képeit. Ahelyett, hogy a bal oldalt tekintenénk egy fliiggvénynek, a kovetkezo
két fliggvényt vizsgaljuk:

T I o o N ™ o N
f(x)=5-{x—1 g (x)={2x~1 Tabl tartomany [ I
Kezdd:l 2| 1.5|4.2922|1.4142
Z@I‘@ :10 P P B
Lépés:0,5 1
f(x)=5-+x-1¢és g(x)=~2x-1
A fiiggvények grafikonjai jol mutatjak, hogy 6
X =5 a megoldés. g
-~
: e =T
Azt is lathatjuk, hogy a kék fiiggvény novekszik, 3 s
L ‘-"‘"'l-...._‘“
és magasabban helyezkedik el, mint a piros, ha 2T ot =
X>5, 1
n

10 20 30 40 50 GO 70 80 90 100
— f{¥) =—qg{ X

Ha a fliggvényértékek tablazatat lefelé gorgetjuk, jol lathatjuk ezt a tendenciat. A piros
fliggvény csokken.

Megoldas: x=5.

Megjegyzés: Konnyt belatni, hogy a kék fliggvenyértékek nagyobbak 3-nal, ha x>5.
Ugyanakkor ebben a tartomanyban a pirossal jel6lt fliggvény 3 alatt van.

V2X=1>3=2Xx-1>9=%x>5 6s5-YXx-1<3=2<+/Xx-1=>5<x

Ezért,

f(x)=5-+x-1<3hax>5
g(x)=+v2x—-1>3hax>5.

» Bizonyitsuk be, hogy a piros fliggvény mindig a kék felett van, ha x <5.
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Masodik megoldas:

o7 VT O Fi=dD]
12%—1 +{x—1 =H {2%—1+4x—1=5 1 2%—=1 +{x—1=5
= 5
x =0 L—R= 0

Adjunk meg egy, a feltételezett megoldashoz kdzeli értéket.

Legyen x =20 (,tavol” az x =5 értéktol)

o7
12%—1 +4{x—1 =5

x =201

v* [
{2%—1 +4x—1=5

=
L—-R=

ot

A megoldas nem valtozott.

» Honnan tudjuk, hogy az x =20 (vagy barmely 5-nél nagyobb vagy kisebb szam) elég
biztositék arra, hogy a két fliggvény mar nem metszi egymast tébbszor?

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK
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NX+5=x*-5

Az értelmezési tartomany meghatarozasa helyett, rajzoljuk fel a megfeleld fliggvényeket.

A négyzetgyok fliggvény miatt csak az x > -5 esettel foglalkozunk.

A kezdo érték —5. - .
T /
Legyen f(x)=+vx+5 és g(x)=x"-5 , o
-~
Wt \ f/
Azy hatarai y,,, =-5€s y,, =5 _2 \ /
ol - -4
Tabl tartomany
Kezdd:-5 -5
Zaro 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 &5
— ) —gix H |
frjuk be az egyenletet tgy, ahogy az megjelenik
Vor C=) Vo T
{x+5 =x*—5| x+5 =x°-5 x+5 =x°-5
x=_ -2,561552813
x =0 LL—R= 0
Az elso kozelités az alapérték majd a grafikon alapjan X =3:
E=2") E=gio]
x+5=x°-5 x+5=x"—-5
= 2, 791287847
r =3 L.—R= 0l
A megoldasok x~-2,6 és x~2,8. Nincs tobb megoldas.
Megjegyzés: az egyenletet négyzetre emelve: x* —10x* —x+20=0.
1:5zimult egvenl |[Polinom ) - S
2:Polinom Foka? W O
2~4 valaszt 0

Vo O
R AP e e ¥ ]

Tud+ IEE 102

- 1 CEEPN
20

] i ¥
axt+bx3+-.+ ++e=0
1=

2, 791287847

Vo [ T Vi
axi+bx3++ -« ++e=0
Xz=

1,561552813

VT T Ti
axt+bx3+-.+++e=0
Xa3=

-1, 791287847

Vo i A
axt+bx3++ -+ +e=0
Xa=

-2,561552813

EGYENLETEK / EGYENLOTLENSEGEK
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5X +5,25> x* + 2x+3,5

Tekintsiik a két oldalon all6 els6 és masodfoka kifejezést egy-egy fliggvénynek.
Hasznaljuk a tablazat médot, majd a QR kdd segitségével adjuk meg a két fliggveny
képét!

f (x)=5x+5,25és g(x)=x*+2x+35

o] o o
Y g i g A\ g ;E 1(x)=5x+5, 28] & (x )= +2%+3, 5 ngé;gquomany
2§ g 1§ g OO Zaro :5
9:Tablazat

A fliggvények grafikonja alapjan latjuk, hogy az egyenes korlbelil a —0,5 és 3,5 kozotti

tartomanyon a parabola felett helyezkedik el. Az y hatarai y,,,=-5€és vy, ., =5

Keressuk meg a ket fliggvény metszéspontjat! - )

L/
Ehhez oldjuk meg az 5x +5,25= x> + 2x +3,5 20 \ /

egyenletet! RN p.
\.\h‘-?“ #/
A megoldashoz nyomjuk meg a CALC 0 V4
gombokat, majd az (=]-t. " /]
5 -4 -3-2 -1 0 1 2 3 4 5
— fixy — g X

h

Az alapértéket (x =0) ne valtoztassuk meg:

o [ F & o W
«+5, 25=x°+2x+3, A ||5x+5, 25=x°+2x+3, 5 ||5x+5, 25=x°+2x+3, 5

A= -Ou g
x =0 L—R= 0

Az x=-0,5 megfelel a korabbi feltételezésnek. A masodik megoldashoz adjunk meg egy,

a masodik (feltételezett) megoldashoz kozeli értéket. A grafikon alapjan az x =3 értékkel
probalkozunk. Ehhez nyomjunk jbol egyenlséget, majd irjunk 3-at a —0,5 helyett és

nyomjunk (=]-t:
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Vo O VI © Vo I

5x+5, 25=x°+2x+3, 5 | |[5x+5, 25=x"+2x+3, 5 | 5x+5, 25=x"+2x+3, 5

= 3, 5
x =3l L—R= 0

A két megoldas: x, =-0,5 és x=3,5.
Az egyenldtlenség megoldasa: —0,5< x < 3,5.

Megjegyzés:

A) A flggvényértékek tablazata alapjan lathatd, hogy az f(x) fiiggvény grafikonja
mikor vesz fel nagyobb értéket, mint a g(x) fiiggvény. Ehhez gorgessik lefelé a

tablazatot a gomb megnyomasaval. A szamoldgép automatikusan ndveli a
tartomanyt, annak ellenére, hogy az a [-5; 5]intervallum volt.

o) o}
= fim aix? = fim) alxd
2 -3 -9 TS G5 7 1 10.25 -13=1
4 -2 -4.75 20 2 2| 15325 11.5
=] -1 0.25 2.3 E 2| 2025 18.5
S/ .25 23 D 10— 2523 27.3 4

B) Atabléazatota [-5; 5] intervallumban készitettiik el. Ez a valasztas szabad volt, hiszen

az egyenlOtlenség értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza. A tablazatban szerepld
Lépés 1 volt, érdemes ezt 0,5-re valtoztatni, ezzel ugyanis jobban latszik, ha a megoldas
nem egész. Ahol érdemes, a tovabbiakban ezt a 1éptéket alkalmazzuk.

C) Az egyenl6tlenség fenti megoldasa a fiiggvényértékek €s a grafikon alapjan tortént. A
szamologépbe beépitett masodfoku egyenldtlenseég segitségével a megoldas kozvetleniil
is megadhato.

A E] Vo O
Polinom 1:ax@+bx+c>0 axZHroe 0
MMAL B Faoka? 2rax2+hx+c< I+ 0 + 00
-3 d A 4fF 00 3:ax2+bx+c=0
0 £ 2~4 valaszt 4:ax2+bx+c=0 0

Mindent a bal oldalra rendeztiink.

Ezzel az egyenldtlenség a kovetkezd alakot olti:

—x?+3x+175>0
=g =Ao)
a2+ a<x<b
- 1x2+ 3x CEEENE - O
21 i
1,75 2 $X<45
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Az egyenlétlenség értelmezési tartomanya: X =3 és xeR.

Vizsgaljuk meg a szamlalobol és a nevezdbdl allo két egyenes grafikonjat, majd olvassuk

le az eldjelvaltas helyeit.

- ) e Ve I
13 4 ik d D J B [T (x0=x+4 g (x)=3—x Tabl tartomany
Kezdb:-5
TFEPLE Kexdo:
9:Tablazat Lépés:0,5

A két egyenes értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza.

f(X)=X+2 és | mf(xga s
g(x):3_ X 4] -3:0 -1.5 [-23=1 _5
Az f(x) illetve a g(x)fiiggvények az x-tengelyt a —2 illetve a 3 pontokban metszik.
Az eldjelek: f(x)>0 ha x>-2
és f(x)<0 ha x<-2,
g(x)>0 ha x<3 és
g(x)<0 ha x>3
Két esetet fogunk vizsgalni: _ .
10
l. f(x)>0és g(x)>0 L
H.""'H. _,.—-""H
1. f(X)SO éS g(X)<O 5 Hh""-. #_,.-"'"
-i"x"‘\
~d et
, 0 et [y
A megoldasok: '_‘__..--"' T
|. Xx>-2 és x<3 azaz Xe[—Z; 3[ _5—5.0 -35 -20 -0505 15 25 35 45
— i —gig -

Il. x<-2 és x>3. Ez az eset nem lehetséges.

Az egyenlétlenség megoldasa: x e[-2; 3[.
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Megjegyzés: a masodik grafikonon pirossal, illetve z6lddel jel6ltik a negativ, illetve a
pozitiv tartomanyokat. Lathatd, hogy a két piros tartomanynak nincs k6zds eleme, igy az

f(x)<0

és

g(x)<0

nem lehetségesek egyszerre.

10

D F

-5

=50 -35 -20 -0505 15 25 35 45
— fixd —gix) X
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Jelolje a 4x* —19x+ 22 <0 egyenlétlenség valé megoldasainak halmazat A, a sin2x <0
egyenldtlenség valds megoldasainak halmazat pedig B. lgazolja, hogy Ac B.

Foglalkozzunk elészor a 4x* —19x + 22 < Oegyenl6tlenséggel.

Megoldas: 2<x<2,75.

T VIF
@+l a<x<b

4z 19 O
11

22 24X

Tekintsik ezek utdn az sin2x<0 egyenl6tlenséget. A szinusz fligvény eléjelét az
egységkorben szemléltetjuk:

Lathato, hogy a sin fliggvény negativ ha x € |z + 27k; 27 +2zk| mésképpen
Xe ]3,14 +6,28k; 6,28+ 6, 28k[ (kozelito) //""'*_""'\

A sin2x <0 egyenl6tlenség megoldasa: S e

7427k <2x<27+27k = Z + 7k <X < 7 + 7K. \_ '/”
2 -

Masképpen: 1,57 +k -3,14 < x <3,14+k - 3,14 (kozelitd)

Ebben az intervallumban végtelen sok (azonos) megoldas van. A k érékéta 2<x<2,75
intervallumnak megfelel6en 0-nak kell valasztanunk.

Megoldas:

> Oldjuk meg a feladatot a két fuggvény f(x)=4x*-19x+22 és g(x)=sin(2x)
abrazolasaval. A negitiv tartomanyokat minusz jellel jel6ltuk.

r— T T T -

1 1 \_/ 3 ]

i i i i i - |
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Adott a sikbeli derékszogii koordinata-rendszerben az y =3x*—x° egyenletii gorbe.

Igazolja, hogy ha x € ]0; 3[ akkor y > 0.

Elokészités

Rajzoljuk fel az y=3x* —x® fiiggvény képét.

T'bl@tﬁ t = fixd = fixd

a artomany | %, Jd 5L ey

Kezdb:-1 2 E- g 3 13 0
Zaro 4 1 Iz 4 7| —

A tablazat mutatja a fliggvény pozitiv a x < ]0; 3[ intervallumban.

**

Oldjuk meg azy > 0 egyenlétlenséget!

3x*—x*>0=x*(3-x)>0.

Egy szorzat pozitiv, ha egyszerre mindkét tényezo pozitiv vagy negativ

x*>0 and (3—x)>0.

Wor I
f (x)=3x"—2|

., ol .
Tabl tartomany

Zaro :4
Lépés:1

Megoldas: x>0 és 3> x.

A tartomanyok vy, =-10 és y . =10

fgy y>0ha 0<x<3.

Ezt kellet bizonyitani.
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A NEWTON-RAPHSON MODSZER

Adott az [a; b] intervallumon értelmezett f(x) fuggvény. Tegyiik fel, hogy x=m a
fuggvény zérushelye, azaz f(m)=0. Mutassuk be a Newton-Raphson gydkkeresd

algoritmust!

h a

Legyen x, [a; b] a gydk elsd kozelitése. Hizzuk meg az x = x, pontban a figgvény
érintéegyeneset. Az érintéegyenes és az x tengely metszéspontja legyen x,. Tekintsik ezt
a szamot a gyok masodik kozelitésesnek. Ha f(x,)=0, Ugy készen vagyunk, ha nem,

akkor folytassuk az eljarast az tjabb x, ponttal.

al

Az X,, X, X,... értékek sorozata az egyenlet

gyoket tetszoleges pontosadggal megkdzelithetik.
Ezzel a zérushelyhez kozeli érintéegyenesek jo
kozelitéssel a flggvénygorbét is helyettesitik a
zérushely és a kozelités kdzotti tartomanyon. A
Newton-Raphson mddszer megadhaté az alabbi
rekurziv formulaval is:

=X - . f'(x)=0
n+l n f.(xn) ( ( n) )
Az iterdcio a gyok becslésével (x,) kezdédik majd folytatodik az X, X,... értékek

keresésével. A kozépiskoldban nem foglalkozunk annak bizonyitasaval, hogy a fenti
sorozat mely esetekben konvergens, ugyanakkor szemléletes képet adhatunk arrél, hogyan
keletkezik a sorozat.
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Tekintsilk az ABC haromszdget! r

-t 1

tga = f'(X,)

f'(xo)::o(_x(;z:xo—xlz :(():(Z)): !

X, =Xy — :(())((‘;)) Az eljarést folytatva, a fenti rekurziv formulat kapjuk.

A modszert egy példaval szemléltetjik. Adjuk meg a kovetkez6 masodfoku egyenlet
megoldasat érintéegyenesekkel és a fenti rekurziv sorozattal is:

x> —5x+6=0

A megoldasok: x, =2és x, =3.

Megoldas érintdegyenesek segitségével.

Eldszor, adjunk a feltételezett megoldashoz kozeli értéket.

Az els6 sejtés 6. A kozelités befejeztével az x =3 megoldasra szdmitunk. A megoldéas
soran a kozelités gyorsasagat is megfigyelhetjuk.

Megjegyzés: a megoldas létezésére az eldjel valtasbol kovetkeztetiink. Ehhez készitsuk el
a fliggvényertékek tablazatat vagy probalgassunk:
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Rajzoljuk fel a fliggvény képéet.

00051015 20 25 30 35 40 45 50
— i) kS

Els6 kozelités

A kovetkezd 1épés, hogy adjuk meg a fiiggvény meredekségét az X, =6 pontban. A

szamolbgeép segitségével ezt kdnnyen megtehetjik:

A fliggvényérték az x =6 pontban 12. (62 -5-6+6 :12)

Az érintd egyenes meredeksége 7.

Az érinté egyenes egyenlete Y =mx+Db. 7

12=7-6+b=>b=-30—=>

y=7x-30 200
150 4
Kozelitsik a megoldast az érinté egyenes - pd
] ., ) LA™
felrajzolasaval az x=6 pontban, majd 50 A ]
hatarozzuk meg az egyenes zérushelyét: S SREREE .
.--""""
30 5[ et
y:0:>7x—30:0<:>x:7z4,28.
=100
-3 -101 234567849 11 13 15
— fix) —qix} X

X, =4,28

A megoldas els6 kozelitése 4.28 ami kozelebb van az ismert megoldashoz x =3.
(|[3—4,28/=1,28 és [2—4,28/=2,28)
A valoséagban ez nem ismert.
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Masodik kozelités

Most 4,28 a kovetkezo kozelités.

A procedura ugyanaz, mint korabban: az érint6 egyenes meredeksége 2—2 =3,56.

A fuggveny érték az x =4,28 pontban % ~2,91.

i

d Te [
d (.2
dx(x 5x+6)|x=4_2e

Az érint6 egyenes egyenlete y=mx+Db igy 2,91=3,56-4,28+b=b=-12,33.

Az érintd egyenes egyenlete a behelyettesités utan:

-

y =3,56x-12,33

Az egyenes zerushelye

y=0=3,56x-12,33=0 < x=3,46.

X, =3,46

L

150

100

50

1]

]l

89
25
‘1
/|
V]
[
ey L
e LT
""‘-....___ =" |
..----"""""'.'.'.I.I....I
-4 -2 0123456788910 12
— f{x) — g H

Azt talaltuk, hogy a megoldas masodik kozelitése (3,46) kozelebb van az x =3 értékhez.

(|3—3,46| =0,46 és |2—3,46| =1,46)
Harmadik kozelités

Most 3,46 lesz a kovetkez6 kozelités.

A proceddra nem valtozik:

A meredekseg ;—g =1,92.

1679

A flggvényérték az x =3,46 pontban ~0,67.
Joveny P 2500

Az érint6 egyenes egyenlete Y =mx+Db.
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0,67=192-3,46 +b=b=-597T= 60 .
40 AN //
y=1,92x-5,97 o0 L
1] \'""' .-EA"-'."..
y=0=192x-597=0=x=31 0 T
X, =3,1 e
il
-4 -2 0123456784910 12
— f{x) =g ¥

A harmadik kozelités (3,1) sokkal kozelebb van az x=3 megoldashoz. Az iteraciot
befejeztik. Az eljarast folytatva, az Xx=3 megoldas tetszéleges pontosaggal
megkozelithet6. Ha egy 6-nal nagyobb szammal kezdiink, a megoldés ugyanaz.

Megoldas rekurziv sorozattal

Alkalmazzuk a rekurziv formulat az x* —5x+6=0 egyenletre.

f(x)=x*-5x+6

X, =6

kezdoértékkel.
f(x)=x*-5x+6= f'(x)=2x-5x

X °—5X +6
Xoi1 =X —
2X, -5

2— .
(g 566 o 12, o0
2-6-5 7

X, =4,28
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4,28° —5-4,28+6

(=o! 5 A
28 ‘:l-s 28 —5)(4; 29D'

X =4,28- 2 = =346 4,

2x4, 28-5
3, 460224719

X, = 3,46

V7

3,46° —5-3,46+6 _

A

2_
3, 1631 46°-5%3, 46

X, =3,46 — 3,11

2-3,46 -5

2%X3, 46-5
3, 110208333

X, =3,11

V Adjuk meg a kovetkezo6 egyenlet megoldasait:

e*=x+2 ahol ex 2,71

Megjegyzés: A lenti abran az érinté egyenesek (kék, piros, zold) grafikonja lathatd. Jol
latszik, ahogyan az egyenesek zerushelyei megkdzelitik az x =3 megoldast.

y=7x-30
y=1,92x-5,97
y=3,56x—-12,33

|

5 3
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A KITUZOTT FELADAT MEGOLDASA
e =x+2

Tekintsiik a kovetkezd fliiggvényt és keressiik meg a zérushelyeit:

f(x)=e"—x-2 4

5 A
Ugy tiinik, hogy két megoldas van: 2 /

1
X~—-2vagy x=~1 . x‘"*-..ﬁ_

" _-’/r

Els6 megkozelités 7

%30 20 10 0005 1018 20
f(x:O):eO—O—Zzl— =-1 e Y

<0
O} = Elgjelvaltas 0 és 2 kozott.

e I A

fgy, legyen a kezdéérték: d (g —x-2))|
dx =1

X, =1 1, 718281828

Az érint6 egyenes meredeksége ~1,72. A fliggvenyeérték az x =1 pontban:
f(l)=e'-1-2=e-3

Az érintd egyenes egyenlete:

y=mx+b f
) /
e—-3=172-1+b=b=e—-4,72~-2 2
I~ f
y=172x-2 i 1
T
y=0=172x-2=0<x=116 -

-20 -15-10 -05 00 05 10 15 20
— ) =——gix X

X, =116
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Masodik megkdzelités

A kezdéérték: x, =1,16

=] I

Az érint6 egyenes meredeksége ~ 2,19 d (o ~x-2))|
dx 2=1s 16

2, 189933276

A fliggvényérték az x =1,16 pontban:
f (1,16) =" -116-2~0,03

Az érint6 egyenes egyenlete:

y=mx+Db 5
0,03=2,19-116+b . /
_‘.,-"

b=0,03-2,19-116 ~—2,51 7

_5 "ff.ﬂ'
y=219x—2,51

_1D—E.EI -15-10-05 00 05 10 15 20
y=0=2,19x-2,51=0 — () — g x
X, =114

Az iteracidt befejeztiik. A fuggvényeérték az x =1,14 pontban:
f(114)=e"-114-2~-0,013~0

Tovabbi kozelitések az alabbi tablazatban:

n X

1 | 1,16395
2 || 1,14642
3 | 1,14619
4 | 1,14619

(f(114619)=e"** ~114619-2~—6,9-10"°)
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Megjegyzés A:

L f(x) .
A Newton-Raphson iteracios formula: x., =x. ————= ahol 1=0,1,2...

- (%)
Az f(x) derivaltja f(x)=e"—-x-2= f'(x)=e"-1

eXi _X|_2

o]
1:Kitélt képlet WNKitdlt képlet
2:Kitolt értékkel |Képlet=Al—-(e~(Al)
3:Cella szerkeszt
4:5zabad teriilet

Xt Ay 1%1%;[::
13 o i o A gl

8:5zamoldtabla

Py 1. 16

; |
=Al—(e” (A1)=-A1-2)

Akezdéérték X, =-2. X, = Al—(e(AL)— AL-2):(e”(AL)-1)

1+

Xt J A &8 [z2]
13 g i o /M JIEE

D]
1:Kitdlt képlet WNKitdlt képlet
2:Kitolt értékkel |Képlet=Al—{e™~{Al)
3:Cella szZerkeszt
4:5zabad teriilet

8:5zamoldtabla

:1 -1.841]
=Al—(e” (A1)-A1-2)

Megoldas: x~1,146 és x~-1,841.

Megjegyzés B: Irjuk be az egyenletet:

=ac! =Ao) =ac! =Ao!
e’ =x+2 e'=x+2 e =x+2 et =x+2
= 1,146193221
x =1l [~R= Ok =—2
T [
e’ =x+2
= -1,84140566
L—R= O
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NEWTON-RAPHSON VS SZAMOLOGEP

Alkalmazzuk az x*—4x—-5=0 egyenletre a Newton-Raphson modszert az X, =2
sejtéssel!

-3 -2 40 1 2 3 4 5 5 7
— fixh X

= |

Adjuk meg a derivalt értékét és hizzuk meg az érintéegyenest az x, =2 pontban.

f(x)=x*—4x-5= f'(x)=2x-4 igy 2 1
0

f1(2)=2.2-4=0 N \ /
. \ /[

Latjuk, hogy az X, =2 pontban huzott érintd &

parhuzamos az x tengellyel, igy azt soha nem .

. , -12
metszi. A Newton-Raphson mddszer nem -3 -2-10 1 2 3 45 B 7
alkalmazhato. e —— *

A hiba abbél adédott, hogy az x_, =X, — :(())((”)) sorozatban, f'(x,)=0.

Most nézzik meg, hogy a szamoldgep milyen megoldast ad!

& =30 =3
v —dx—5=0 v —4x—5=0 - —A4x—5=0

= -1
x =2 L—R= 0

A szamologéphez tartozo program tehat felismerte, hogy a derivalt 0, és automatikusan
mas kezd6értékkel probalkozott, ebbdl adodott az X =—1 megoldas.
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A NEWTON-RAPHSON
MODSZER NEHANY ALKALMAZASA

Erdekes lehet a Newton-Raphson formula alkalmazasa néhany specidlis egyenletre.

A. ax+b=0

f(x)=ax+b= f'(x)=a.
Az x, =c (c eR) sejtést hasznaljuk.

f(x)  ac+b

TR T ) a

= —9 (Az x, értéke fuggetlen az ismeretlentdl)
a

Megoldas: x = —g

B. x*—a=0 (Az a szam négyzetgyokének kozelitése)

f(x)=x*-a= f'(x)=2x.

Az x,=c (ceR\{0}) sejtést hasznaljuk.

f (%) c’-a c’+a 1( aj
X =X, — =Cc— = ==|lc+—|.
f'(x%) 2¢ 2c 2\ ¢

Legyen d = %(c + —) a kovetkezo kozelités.

Megoldas: x, = l(xnl + ij
2 anl
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A TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK
PERIODUSAROL

Az f fiiggvényrél azt mondjuk, hogy periodikus a p peridédussal (p nem nulla), ha
f (x+ p)= f(x) minden az értelmezési tartomanyaba esé x értékekre. Példaul a sin, cos,

tg, ctg figgvenyek mind periodikusak 27 szerint (sin, cos) és 2z szerint (tg, ctg):

sin(x+2z)=sinx  cos(x+2z)=cosx tg(x+z)=tgx ctg(Xx+7)=ctgx

N NN

A sin periodusa 27z de mi a helyzet a 2sinx vagy sm 2x) flggvények peridédusaval?

Hasonld kérdések mertlnek fel mas trigonometrikus fliggvenyekkel kapcsolatban. A
trigonometrikus fuggvények periodusa nem valtozik, ha a fuggveényt szorozzuk (osztjuk),
egy nem nulla szammal vagy kivonunk (hozzaadunk) egy (nem nulla) szamot. A peridus

. y : : : a .
a kovetkezd esetekben ugyanaz: sinx; +a+sinx; +a-sinx; + o sinX (a,b=0)

A periddus valtozik, ha a valtozot szorozzuk (osztjuk) egy (nem nulla) szammal.

A sin(ka), cos(ka) periédusa |277|[ atg(ka), ctg(ka) periddusa ﬁ ahol k € Z\ {0}
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STATISZTIKAI SZAMITASOK A
CASIO fx-991CE X-SZEL

EGYVALTOZzZOS ADATOK BEVITELE: GYAKORISAGI
STATISZTIKAI MOD: bewy (6] (1) UZEMMOD:
(veny) (6] (1] W @ (3]
& o]
5 SR A g B 3 .
R g 2% 4 3§ 4 OO 2 Gyakorisag?
6:Statisztika Libe
1:1 valtozo6s AZ ADATOK BEVITELE
% E yfaig X+ o UTAN, A b Geak
Ziy=atbe In(x) STATISZTIKAK
(ATLAG, SZORAS, .
MINIMUM, MAXIMUM
STB.):
(2] (1-valtozos stat)
1:Tipus VélﬂSZtéS'
2:1-valtozds stat
3:Adatok
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Ennek a szekcionak a célja az, hogy bemutassa a median, a mod és a szorés
szamitasat a Casio fx-991CE X szamologéppel. Emellett veletlen szamokkal,
kodolassal, diagramokkal, korrelacidval és (lineéris) regresszioval is foglalkozok.

A fejezet végén a valoszinliségszamitas és kombinatorika témakoréb6l mutatok be néhany
feladatot és azok megoldéasait. A fontosabb eloszlasok (Normalis, Bernoulli, Binomialis,
Geometriai, Exponencidlis stb.) nem keriilnek el6 ebben a jegyzetben. Remélhetéleg, a
jovoben lesz lehetdség arra is, hogy megvizsgaljuk ezen eloszlasokat szamoldgep
segitségével. Az érdekl6d6 olvasd sok hasznos tanitasi anyagot talalhat (t6bb nyelven) a
Casio honlapjan.

Ez a fejezet a magyarorszagi hdzassagok és valasok vizsgalataval kezdédik. Ezekbdl az
adatokbol szorasdiagrammot (pontfelhd) készitiink, megkeressiik a pontokra legjobban

illeszkedd egyenest, €s elemezziik a két valtozo kozotti kapcsolatot is.

Fontos hangsulyozni, hogy jo kérdések és elemzések nélkil a szamoldgép-hasznalat nem
hatékony és felreértésekre adhat okot. A szdmologep-hasznalattal parhuzamosan mindig
kérdezni kell. Példaul (lasd 25. probléma):

A. A kevesebb hazassagkotés jelenthet kevesebb valast is (oda-vissza)? Mennyire
megalapozott megjosolni a hazassagok szamat a valasokbol?

B. Hogyan donthet6 el, hogy a linearis modell megfelel-e a hazassag és valas kozotti
kapcsolat modellezéséhez?

C. Vessuk 0ssze a linearis regressziohoz tartozé meredekséget a normal egyenes
meredekségével. Mi a kiilénbség?

A problemamegoldas soran a szdmologép-hasznalat volt a hangsulyos, nem pedig az

adatok elemzése vagy a statisztika tanitasa. A szamoldgépet mindig természetes médon
hasznaltam, igy, ha nem lattam értelmét, akkor nem erdltettem.
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Az alabbi tablazat a valasok szamat mutatja Magyarorszagon az 1995-2008 kdzotti
1d0szakban.

1995. 1996. 1997. 1998. 1999. 2000. 2001.
24857 22590 24992 25763 25605 23987 24391

2002. 2003. 2004. 2005. 2006. 2007. 2008.
25506 25046 24638 24804 24869 25160 25155

Hatarozzuk meg a valasok atlagat, varianciajat, szorasat, terjedelmét, medianjat!

Valtsuk at a szamologeépet Statisztika modba majd, irjuk be az adatokat:

*
| 1|k
2| 22390
3| 24992

4] 23763

1
Mm JLH 3:yv=at+bx+cx® §

G:Statisztika 4:y=a+h+1In{x)

2y mg it ﬂ
i3]

24857

Az adatok bevitele utan a tarolashoz nyomjuk meg az gombot.

Ezt kovetoen ellenorizziik a bevitt adatokat!

A szamoldgép a fontosabb statisztikakat rogton megadja: az elemek szama, a minimum-
maximum értékek hasznos segitségek a beirt adatok ellenérzéséhez.

Az majd a (2) gomb (1-valtozds stat) megnyomasa utan a kovetkezot latjuk:

1:Tipus valasztas| S :gggﬁﬁssss'? l s =g, 871212 Mawts) =25763
2:1-valtozos stat Zyz  cobdlbenan nintx) =ghge [
3:Adatok iy —EgDa.AGHRAR Wed  =Bdas

S5y cAuERbRAL. 6T Do <5160 |

Két hibat is eszrevehetiink: az egyik, hogy az elemek szdma (n) 15, holott 14 elembdl all
a tablazat, tovabba a legkisebb érték (min(x)) 2486. .

12
13
14
15

25160
25155
Z5160

2486

A tablazatbdl lathatd, hogy a minimum érték ennél sokkal nagyobb. A hiba abbdl adddott,
hogy a 2006. évhez tartozo adatnal az utolso szamjegyet lefelejtettik, illetve a 15. elem a
2007. évi adat.
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Javitva a hibékat a helyes statisztika:

]
® % =24811;6428% I ] =?92,8312D?“9 masls) =25763

12 PR ZH =347363 n, =14
13 23160 Z¥E =HE626E18265 Minex) =22590
i = L T E

e = ] =1 =, L]

24869 2K =£28581, 3242 [0 =2h160 l

Megoldas:

Atlag (x) =24811;

Variancia (o°x)=583682;

Sz0ras (ox)~764;

Terjedelem=max(x) —min(x) = 25763 —22590=3173;

Median= 24930,5.
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Az alabbi tablazat a valasok szamat mutatja Magyarorszagon az 1995-2008 kdzotti

1doszakban.

1995. 1996. 1997. 1998. 1999. 2000. 2001.
24857 22590 24992 25763 25605 23987 24391

2002. 2003. 2004, 2005. 2006. 2007. 2008.
25506 25046 24638 24804 24869 25160 25155

Rajzoljuk meg az adatokbol allé oszlopdiagramot, kdrdiagramot, box-plot diagrammot!

A korabban bevitt adatokat hasznaljuk.

Nyomjuk meg az gombot és valasszuk a (3] gombot (Adatok).

A tablazatokhoz tartozo QR kod a es gombok megnyomasaval hivhato el6. Ha
ClassWiz emuléatorral dolgozunk, akkor kattintsunk egyszer a QR kodra. A diagramok
egy Uj lapon jelennek meg.

A grafikonok kozotti valtast ikonok jelzik.

H

1:Tipus valasztas]| ,
2:1-valtozds stath| :
3:Adatok :

22390
24392
23TE3

T —
24857

Megjegyzes:

A) Amig nem valtunk moddot, addig a kordbban tarolt adatok visszahivhatok eés

szerkeszthetok. Az adatok a szamologép kikapcsolasa utan sem vesznek el.

B) A bekapcsolast kovetden a kezdd képernyd Statisztika modban jelenik meg.

Statisztikal
1 valtozéds
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A feladathoz tartoz6 diagrammok:

26500
26000
25500
25000

24500

24000+

: 23500+
R

— 23000+

W1 ¢24e5Ty D2 (2ze9m WS (2499 [O4 ¢25763) 225004
05 (256050 Of (23987 O7 (24391} O& (256067 22000 -
09 (250467 W10 24635 E11 24804 W2 (248690
@13 (25160 W14 (25155) W

22000 23000 24000 25000 26000 Z700a
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Az alabbi tablazat a valasok szamat mutatja Magyarorszagon az 1995-2008 kdzotti

1d6szakban.
1995. 1996. 1997. 1998. 1999. 2000. 2001.
24857 22590 24992 25763 25605 23987 24391
2002. 2003. 2004. 2005. 2006. 2007. 2008.
25506 25046 24638 24804 24869 25160 25155

Egészitsiik ki a tablazatot az ugyanezen iddszakban kotott hazassagkotések szamaval.
Hatarozzuk meg a Pearson-féle korrelacios egyutthato értékeét és a linearis regressziohoz
tartozo grafikont és egyenletet! Az egyenlet alapjan kdvetkeztessiink a valasok szaméra
2016-ban, ha tudjuk, hogy a hazassagkotések szama 51 800 volt az emlitett evben!

A Kkiegeészitett tablazat:

1995. 1996. 1997. 1998. 1999. 2000. 2001.
24857 22590 | 24992 25763 25605 23987 24391
53463 48930 | 46905 44915 45465 48110 43583
2002. 2003. 2004. 2005. 2006. 2007. 2008.
25506 25046 | 24638 24804 24869 25160 25155
46008 45398 | 43791 44234 44528 40842 40105

Megjegyzés: az eddigiek folyaman egy valtozdval (x) dolgoztunk. A tovabbiakban két
valtozot (x, y) hasznalunk.

X Gwak

b

1
2
3
4]

A Kkétvaltozos Statisztika Uzemmddban gyakorisagot is rendelhetink az egyes
értékparokhoz (ehhez el6szor kapcsoljuk be a Gyakorisag-i médot). A tablazatban nem
talalhat6 ket azonos értékpar, igy ezt a funkciot kikapcsoltuk. Vigyik be az adatokat majd
ellendrizziik azokat!

v - -
3t g 38 gisElgi]_valtoeos
ém d 3:y=a+bx+cxz

Statlsztlka 4iy=atb-+1ln{x)

o]
w
| | 1 2-'-185'?‘ i E [
2| 225°90( 42920
3| 24992 46303
2373

Bk

4 44913

53463
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Taroljuk az adatokat!

Az adatok ellenérzéséhez hasznalhatjuk a minimum, maximum értékeket. Most nyomjuk

meg az (2) gombokat.

-4 -4 - E]
% =24811.64286 l SK =792, 8312079 ay =3212, 487612 and =5, 3350265015
M =247363 n = 52y =111135928,71 minC=) =22530
ZHE =8626818255 ¥ =4h443, 35714 I 5¥ =3233, 755546 maxl=) =25763
T =5H368, ERE2 Z¥ =£36277 LY =1, 57752410 ' mingy) =4010%5
o =7b3, 9912654 EyE =2, A0E 2210 Zn3 =2, 14441214 maxy) =53463
525 =520581, 3242 gLy =10320076: b6 ZxZy =3, 915048014 l

Lathato, hogy a minimum, maximum értékek megegyeznek a bevitt értékekkel.

Megjegyzés: az adatokat a QR kod segitségével attekintheté formaban is ellenérizhetjiik.
Ehhez lépjlnk vissza az Adatok mezdbe, és generaljunk QR kodot. A beirt értékek ezt

kovetden tablazatban jelennek meg.

Nyomjuk meg az gombot, és valasszuk ki a (3]-as opciot (Regresszi6 szam).

1:Tipus vﬁlasztﬁs' y=a+hy
2:2-valtozos stat
3:Regresszid szam
4:Adatok

Azt kaptuk, hogy a korrelacios egyutthatd értéke r =~ -0,34.
A lineéris regressziohoz tartozo egyenlet pedig y=81372,72 —1,45x.

A regressziohoz tartozé diagram az adatokbol nyerhetd.

Nyomjuk meg az gombot, és valasszuk a 4-es opcidt (Adatok). Ezt kovetéen a QR
kod és a grafikon igy néz ki:

-
®
®
L]
®
o %,
® o®
o 2 r r = ILA 2 2 l‘&
T T N N Y - - -

Az egéren lévO gorgdvel nagyithatjuk a diagramot, illetve mozgathatjuk is (ezzel a
tengelyeken 1évé beosztasok automatikusan valtoznak). Erdemes kiprobalni!
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Megjegyzés: a korrelécids egyltthatd érteke kdzepesen negativ (az egyenes meredeksege
negativ). A pontokhoz tartozo diagram jol mutatja ezt.

Most rajzoljuk be a linearis regresszidhoz tartoz6 egyenest!

’ - . g m -
Online megjelenites .
iii Grafikon == 3F 4 " e .
L
[ ¢
"] o .‘. L]
$

Megjegyzés: Az online megjelenités segitségével a kiillonb6zo tipust regressziokat is
tesztelhetjuk. A valaszthatd opcidk: exponencialis (ab*, ae*), inverz (a+b/x),

logaritmikus (a+blnx), hatvany (ax”),parabolikus (a+bx+cx’). A kivant ikonra

kattintva a program régton felrajzolja a megfelel6 gorbét.

Mielé6tt ratérnénk a hazassagkotések szamara a 2016. évben, teszteljik a kapott egyenes
egyenletét az ismert adatok alapjan!

1995-ben a valasok szama 24 857 volt. 81372 721, 45%248
57
45330, 07

Az egyenes egyenlete alapjan a hazassagkotések szama: 45330

(az ismert érték 53463).

A 2006. évben a valasok szama 24 869. gé 372, 72-1, 15%248
45312, 67

A hézassagkotések szama 45312
(az ismert érték 44528).
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KIEGESZITES

Ha az egyenes egyenletében tobb x értékhez szeretnénk kiszamolni az y értékét, akkor ezt
tobbféleképpen is megtehetjik.

Els6 lehetdség:

Rendeljlk hozza az a és b paraméterekhez rendre a 81 372,72 és a —1,45 szamokat, majd
készitsuk el az a+bx kifejezést, ahol az x értékét mi hatarozzuk meg.

Ez a mddszer kiilondsen hasznos, ha a késobbiek folyaman a hozzéarendelt érékekkel

tovabbi miiveleteket végziink.

A hozzarendeléshez a (storing, vagyis tarolas) gombot hasznaljuk, majd kivalasztunk
egy betiit (el6szor A-t). Ezt kovetden elkészitjiik a kivant kifejezést tigy, hogy az x ertéket
mi hatarozzuk meg. Az A valtozé bevitele utan nyomjunk gombot a tovabblépéshez.

Az A+ Bxformaban szereplo betlik beviteléhez hasznéaljuk az [iPH) gombot, majd a
kivalasztott betiit (Az A-hoz a gomb tartozik, a B-hez a gomb stb.)

EBOEDHAEAM® @ @] @ (&) 6 Er k) (@) () (Aes) 29 (X)
o TZ I o)
81372, F2+A -1, 45+B A+BX
81372, 72
.29
20

Ha példaul az 1995. évhez tartozo értekkel szamolunk, akkor a szorzas (x) utan irjunk
24 857-t.

Az egyenldség megnyomadsa utdn mindig vissza tudunk Iépni, és javitania korabban bevitt

értéket. Ehhez hasznaljuk a @ ® @ @ gombokat.

A+Bx21857
45330, 07
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Masodik lehetdség:

A beirt adatok alapjan a szamoldgép kozvetlentl is megadja az adott x-hez tartozd y-t
(vagy forditva).

2@ E-B@0N-® @ E-E

o] o]
24857 1:Tipus valasztasll:ésszegzés
2:2-valtozodos stati|2:Valtozo |
Statisztikal 3:Regresszid szam||3:Min/Max
y=a+bx 4:Adatok 4:Regresszid
- o] o]
1:a 2:b 24857% 24857%
3:r 4% 45382, 68529
5:¥%

Megjegyzés: Eltérés tapasztalhatd a korabban szamitott értékhez képest, melynek az az
oka, hogy a szamoldgeép tdbb jegyet vett figyelembe a szamolas soran.

Ezek utan becslljik meg a valasok szamat!

Az ismert adatok alapjan 2016-ban 51 800 hazassagkaotes volt.

o] o]
518004 1:Tipus vélasztﬁs'l:ésszegzés
2:2-valtozds stat|2:Valtozo I
Statisztikal 3:Regresszid szam||3:Min/Max
y=atbx 4:Adatok 4:Regresszid
] o] o]
l1:a 2:b 51800% 51800%
3:r 1:% 20424, 79561
5:%

Azt kaptuk, hogy 2016-ban a valasok szama 20424 volt.
A KSH statisztika szerint a tényleges érték 19 600 volt.

Megjegyzés: A Pearson-féle korrelacids egytitthatd vagy a linearis regressziohoz tartozo
grafikon és annak egyenlete nem szerepel a kdzép - vagy az emelt szintli tanmenetben.
Ennek ellenére még kozépszinten is elképzelhetd, hogy ilyen tipusu feladatok
elokeriiljenek (példaul a fizikaban) anélkil, hogy a hozzajuk tartozo Osszefuggéseket
bebizonyitanank.
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ATLAG, VARIANCIA, SZORAS, TERJEDELEM,
RANDOMSZAM GENERATOR

ATLAG

Az atlag (vagy szamtani kozép) az egyik legismertebb fogalom a statisztikaban.
Kiszamitasanal miden elemet figyelembe vesziink nem ugy, mint pl. a terjedelem vagy a
median esetében. Hatranya azonban, hogy a kiugrd értékek hatassal vannak az atlagos
értékekre.

Attdl fiiggden, hogy mik az ismert adatok, az atlag kiszamitasa tobbfeleképpen torténhet.

A) Az adatok a rendelkezéstuinkre allnak.

Ebben az esetben az adatok bevitele utan az atlag rogton megkaphato.

B) Az 6sszegz6 (Z )Segl'tségével.

Eléfordul, hogy a tényleges adatokat nem ismerjik, ugyanakkor ismert az adatkhoz
tartozo flggveny vagy képlet.

Példaul adjuk meg az a, =3+ 2n szamtani sorozat els6 40 elemének atlagat!

=30] A
40
21 (3+2x)
x:
40

Az elemek: a, =5, a,=7,...,a,, =83.

44

Megoldas: az elemek atlaga 44.
Megjegyzés: A (D )jeleta billenty(i kombinacioval aktivaljuk.

A nagyon nagy (kicsi) szamok atlaganal az adatok bevitele hibaforras lehet.
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Hatarozzuk meg a kovetkezo szamok atlagat:

1078 | 1079 | 1100 | 1150 | 1023 | 1076 | 1096 | 1082 | 1072

A szamok tobbsége 1000 feletti. Az atlag értéke nem valtozik, ha ugyanazt a szamot
kivonjuk (hozzdadjuk) az adatokbol, majd a kapott szamok atlagahoz hozzaadjuk
(kivonjuk).

Vonjunk ki mindegyik szambdl 1000-t, majd adjuk hozza a kapott szamok atlagahoz.
Az (j értékek:

78 79 100 150 23 76 96 82 72

Megoldas: a szamok atlaga: 1084 (84+1000). 78+70+100+150+23+
9

1084

Megjegyzés: az adatokat a QR kod segitségével attekintheté formaban is ellendrizhetjiik.
ehhez nyomjuk meg a gombokat az atlag kiszamitasa utan.

T8+ T9+100+150+23+ 76+ 96482+ T2

9 =+ 1000
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VARIANCIA, SZORAS

Fontos kérdés, hogy az adatoknak milyen az elhelyezkedése az atlag korul. A szoras az
adatok szérodasat (ingadozasat) méri az atlaghoz képest.

Adjuk meg a kovetkez6 adatsokasag atlagat, medianjat és moduszat!

A: 10 20 24 40 40 40 106
B: 0 3 5 40 40 40 152
Gyakoriag bekapcsolasa: ew) &@»-(3] (1)
o] E] ]
® w Grak % =4[] qm— i Sx =31, 39001965 ay =48,89931346
1 i o B =280 fl =7 52y =789, bbha0T
z 20 3 1 EuE =17112 ¥ =4[] | =) =h2, 81729515
3 24 3 1 i =244, 5714286 W =280 ey =21092 l
4 40 40 3 g3 =29,06151112 EVE =27938 ZHS =1405340
1 52y =985, 3333353 it =2391, 142857 ZWZy  =1903952
Zxd =134429472 <
mingxy =10
masts) =106
mingsy =0
maxiy) =152 '

Lathatd, hogy mindkét adathalmaz esetében az atlag=median=mdodusz =60.

Ha csupdn ennyi informécionk lenne, azt is gondolhatnank, hogy két hasonlo
adatsokasagrol van szd. Osszehasonlitva a két sor elemeit, lathatjuk, hogy azok nagyon is

kiilonbéznek egymadstol! (Figyeljiik meg példaul a minimum €s maximum értékeket)

Nézziik meg a tovabbi jellemzoket a szamologép segitségével.

Megjegyzés: ha az atlagtol vald eltérés atlagat szamolnank ki, ugy mindig 0-t kapnank:

(ZX—Z) ;zm 7-40)=0,
E(Z( )): (Zn-2v)=3

(Felhasznaltuk a szamoldgéppel kapott eredményeket.)

S|
IV1
/\
\_/
N —
|I

(280-7-40)=0.
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Szamolhatunk az atlagtél valé eltérés abszolutertékével is, igy az 6sszeg mar nem lenne
0. Ezt abszolut eltérésnek nevezziik. Az abszolutérték miatt ezt ritkan hasznaljuk. Ha az
eltérések miatt keletkezett eldjelekt]l szeretnénk megszabadulni, Ggy négyzetre is
emelhetunk:

(xl—i)2 +(x2 —>_<)2 +...+(xn —i)z.

Ezek atlaga a variancia.

_ _ _ C 2
Variancia:(xl—x)z+(x2—x)2+...+(xn—x)2:izﬂ:(xi X) |
n n

A probléma az, hogy a négyzetre emeléssel a mértékegységeket is néegyzetre kellene
emelni. Ezért ezt kompenzalva négyzetgyokaot kell vonunk. A kapott szam mar minden

szempontbdl kielégitd.

S 6rde :\/(xl —>_()2 +(x2 —>_()2 +...+(xn —i)z

n

A szémol6géppel kétféle szorast lehet kiszamolni: a populacio szérasat (ox), illetve a

minta sz6rasat (sx). Természetesen a minta sz6rasa nagyobb.

Visszatérve az A és B adatsokasagokhoz, lathatjuk, hogy a két szoras,
oXx~ 29,06

€s

oy ~48,9

amely megerdsiti azt a feltételezést, hogy a két adathalmaz nagyon is kiilonbozik.
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Megjegyzések:
A) A hibalehetéségek miatt az adatokat gyakran atkodoljuk tigy, mint az atlagnal.

Vonjunk ki az A tablazat minden elemébdl 10-t. Hasonlitsuk 0ssze a szérast a korabbi
értékkel!

Az (j tablazat:

A: 0 10 14 30 30 30 96

Az adatok beirasanal a 0-t is vegyuk figyelembe!

m -1
% Guak % =30
1 i T =210
z 10 1 EHE =12212
3 14 1 a2y =344, 5714286
4 20 3 ¥ =29, (1615111 ¢
1 52y =485, 2233333

Az (j adatsokasag szorasa megegyezik a korabban kapott értékkekkel (~ 29,06) .

B) Megjegyezzik, hogy ha minden elemet megszorzunk egy a szdmmal, akkor a széras
is a-szorosara valtozik (a szorasnégyzet, azaz a variancia pedig a’ szeresére), igy

csokkenthetd a hibalehetdségek szama az elemek bevitelénél.
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TERJEDELEM

A szamologép segitségével lehetdségiink van a terjedelem kiszamitasara anélkil, hogy
kilon begépelnénk a legnagyobb és legkisebb elemeket. Ezt akkor alkalmazzuk, ha mas
értékre (pl. szoras) is sziikséglink van, vagy ha sok adat all rendelkezéstuinkre és azokat

nem rendeztik.

Megjegyzeés: két valtozot hasznalva a szamologépbe maximum 80 értéket vihetiink be
(egy valtozo esetében ez 160). Az adatok bevitele utan hasznaljuk az gombot, majd

gorgessiink lefele, addig mig a szélsdértekek fel nem tlinnek.

Kivalasztva a kivant szélsdértéket, konnyen képezhetd a kiilonbség. Igy példaul a 23.
feladat (63. oldal) igy néz ki:

| s 1:0sszegzeés 1:imin(x) 2:Q; max(x)-min(x)
- 2:Valtozo I 3:Med 4:Q3 3173
i 3:Min/Max 5:max{x)
24857 |4:Norm eloszlas
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RANDOMSZAM GENERATOR

A szamoldgep segitségevel véletlenszamokat is generalhatunk.

A) (0;1) intervallum.

A véletlen szamok harom tizedesjegyre jelennek meg (ha az utolso jegy 0, akkor csak 2)

VT Y
Ran#

Gomb kombin4cid: Gl =-0)

Megjegyzés: az gomb megnyomasaval a tortalakbol tizedesszamot kapunk. Ha a
megoldast eleve tortalakban szeretnénk megkapni, akkor a Bevitel/Kiiras mddot
valtoztassuk meg! Ha a tort alakot az irasban is hasznalatos mdédon szeretnénk bevinni,
akkor valasszuk a 2-es opciot (Mat be/Dec ki).

E] =ac] Y
1:Mat be/Mat ki RanInt#<4;107
2:Mat be/Dec ki
3:5or befSor ki
4:50r be/Dec ki K

B) [a;b]intervallumban, ahol a és b egészek.

Példa: generaljunk a 4 és 10 kotozotti egész szamokat.

Gombkombinacio: (o] (a])- (1)-0J D] (=)

C) Hatobb randomszamra van sziikségink, akkor tablazatot is készithetiink.

Pelda: generaljunk 6 randomszamot tablazat modban!

A g(x) fuggvényhez nem irtunk semmit. Ha a Lépés 2, akkor csak 3 szamot kapunk.

Iy o O =aC] =]
f(x)=Ranii Tabl tartomany x| fiun
B g lih 5/ g B Hozdt ol (5
XY g X g oo Zaro 6 I
9:Tablazat 1

A (0;1)intervallumban generalt véletlenszamokkal miiveleteket is végezhetiink.
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Ha pl. olyan (nem egész) szdmokat szeretnénk eldallitani, melyek nagyobbak, mint 1,
akkor ezt megtehetjik, ha 1-t adunk a Ran# parancshoz:

o [ N o [ N T [ o ol o
f(x)=Ran#+1l Tabl tartomany || 151 J 7] TE
Kezdd:1 2 2| 1,292 5 s| 1.912
£ A . 3 3| 1122 & 1-279
Zaro :6 1 4| 1,358 7
Lépés:] 1 &

A generator segitségevel kockadobasokat is szimulalhatunk.

Példa: szimulaljunk 10 majd 20 kockadobast majd készitsuk el a dobasokhoz tartozo
hisztogramot!

Statisztika Uzemmodban dolgozunk. Aktivaljuk a Gyakorisag-t, majd vigyuk be az
adatokat!

1:Tért alakia Gvakorisag? ) x= 2 [2g 1:1 valtozds

2:Komplex {11:Be LdM S0 A2 y=a+bx

3:5tatisztika 2:Ki ﬁm A 3:y¥y=a+bx+cxz

4:5zamolotabla StﬂtlSZtlkﬂ diy=a+b+1ln(x)
# Gwak # mﬁyak

1 1 = 1

2 2 z 1

3 i =} 1

4 4 1 1

RanInt#{1;:6 &

A gyakorisagok automatikusan 1 értéket kapnak. Allitsuk el6 a QR kodot és a
hisztogramokat!

Megoldas:
r 1 r . |
3.5 i}
31 K
2.5
.
5.
5
1.5
!
;|
0.5 ]
n T i T
1 2 3 4 5 f 1 2 | 4 5 ]
b d -

Az adatokat (véletlenszdmok) a Ranint segitségével vittik be. Ez meglehetésen
hosszadalmas. Elonye azonban, hogy segitségiikkel a hisztogramok azonnal
megkaphatok. Ha az adatokra jellemzbire (minimum, maximum, median stb.) is
szukségink van, akkor hasznalhatjuk a Szamolotabla-t. A szamoldgep 5 oszlopot és 45
sort tud kezelni. Ez tehat 225 adatot jelent.
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Szimulaljuk a kockadobast! Hasznaljunk 1 oszlopot és 6 sort. Adjuk meg a dobott szamok
atlagat!

A tablazat elemeit képlet segitségével fogjuk bevinni. Aktivaljuk az Auto szamitas-t:

vew @-(a) (4] (1]

1:Tért alakia 1:3uto szamitas Auto szamitas?
2:Komplex j2:Cella mutatasa ||l :iBe
3:5tatisztika 2:Ki
4:5zamoldotabla

Ezt kdvetden irjuk be a képletet! A képlet beszirasahoz hasznaljuk az gombot!

v o] e e . . . .0 -
X+ d a 1%1%&[33 IEK}tglt lgep}et IKitdolt képlet
2:Kitolt értékkel
[’ é |J:|Ih§-_’1ld 3:Cella szZerkeszt | Tartom:Al:Al
8:5zamoldtabla 4:5zabad teriilet

A képlet beszarasanal, a pontosvesszd (;) .

A Tartom (=tartalom) esetében a kettéspontot (:) az kombinaciokkal vihetjiik be
(ha sziikséges).

) ) (-] O (6]-B) B - & - & e (6] (=) (]

L[ =)

=RanInt#(1;6)

Az atlag kiszamitasahoz egy ures cellaba vezetjik a kurzort (az dbran a 7. sor az A oszlopa

megfeleld)

Mean (A1:A6)

1:Min o .
2:Max 4 z
B:At lﬂg l K] 3, 1668
4:H6857eg Mean Mean(Al :AG)

Megoldas: a szdmok atlaga 3,1666.

Figyeljunk arra, hogy az atlag kiszamitasanal helyesen adjuk meg a tartomanyokat.
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VARIANCIA: KODOLAS

A) A 25. feladatban a kiegészitett tablazatot mar nehezebb volt kezelni, még akkor is, ha
tobb lehetdségiink volt a beirt adatok ellenérzésére. A hiba egyik forrdsa lehet a szamok
beirdsa a szamologépbe. Lehetdségiink van a szamok nagysagat csokkenteni (ndvelni),
anélkul, hogy ez a Pearson-féle korrelacidé értékét megvaltoztatnd. Az eljarast

,kodolasnak” hivjuk. A két valtozohoz tartozd értékeket transzformaljuk a

kévetkezéképpen: t:X;BA és w= yE)C ahol A, B, C, D &llanddk. Bebizonyithatd, hogy

a Pearson-féle korrelacid értéke ezzel nem véltozik. Mi hatarozzuk meg az allanddk
értekét (ezek nem fliggenek egymastdl vagy az adatoktol).

A 25. feladatban szereplé tablazatot felhasznalva mutassuk meg, hogy a kodolas nincs
hatassal a korrelacids egyitthatéra! Legyen A=24 600, B,D =1 és C =44 600.

Az eredeti tablazat:

1995. 1996. 1997. 1998. 1999. 2000. 2001.
24857 22590 24992 25763 25605 23987 24391
2002. 2003. 2004. 2005. 2006. 2007. 2008.
25506 25046 24638 24804 24869 25160 25155
Az (] tablazat:
1995. 1996. 1997. 1998. 1999. 2000. 2001.
257 -2010 392 1163 1005 -613 -209
8863 4330 2305 15 865 3510 -1017
2002. 2003. 2004. 2005. 2006. 2007. 2008.
906 446 38 204 269 560 555
1408 798 -809 -366 -72 -3758 -4495
= 2863 y=a+b§=1154,?~31301‘
2| -zoio| 4330 h=-1,447553299
3 1?23 23?3 ==y 344334467 ¢mmm
257
Megoldas: a korrelacio nem valtozott.
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DOBOZ ABRA
(SODROFA DIAGRAM, BOX-PLOT DIAGRAM)

Vizsgaljuk meg a kovetkezd két adatsokasagot (C és D):

C 2 2 2 3 10 11

8 9 24

D 2 4 6 8 10 12

15 18 24

Median. =10; Median, =10; Terjedelem. = 22; Terjedelem, = 22;

A C és D adatsokasag medianja ugyanaz, de a D adathalmaz eloszlasa sokkal

egyenletesebb 2 és 25 kozott.

Adat C

Adat D

A probléma az, hogy az adatsokasag jellemzéséneél kevés elemet vettiink figyelembe. A

median esetében csak a kozépsd elem, mig a terjedelem szamitasdnal csak a két

sz¢lsOérték jatszott szerepet.

A doboz abra 6t elemet tartalmaz:

a) Minimum (x_. )
b) Als6 kvartlis (Q,) |

¢) Median (Q,)
d) Fels6 kvartlis (Q;)

e) Maximum (X

Minimum ‘ ‘

Also kvartlis Median

max )

STATISZTIKA 82

Maximum

Fels6 kvartlis

IGNACZ GYORGY



32

Hatarozzuk meg a 23. feladatban szerepld kiugro elemeket!

Az adatok bevitele utan a szamoldgép a Doboz Abra értékeit rogton megadja:

1995. 1996. 1997. 1998. 1999. 2000. 2001.
24857 22590 24992 25763 25605 23987 24391
2002. 2003. 2004. 2005. 2006. 2007. 2008.
25506 25046 24638 24804 24869 25160 25155

212079 M) =25763

=
=

mincsd

=
D
2

[y Moo o g E o ]
= D
[l [l (W' )

i ey e L |
[ L Y
ImI

Lathat6, hogy X, =22590; Q, =24638; Q, =24930,5; Q, =25160; X . = 25763

=
o

Az adatsokasagban szerepld kiugré elemeket a Q, és Q, értékekbdl szamitjuk ki.

A John Tukey statisztikus altal kifejlesztett megallapodas alapjan egy lehetséges felso és
also korlat:

felsé korlat =Q, +1,5(Q, —Q,) és

als6 korlat =Q, +1,5(Q, - Q,).

Jelen esetben, a fels6 korlat 25943 és az also korlat: 23855. Lathato, hogy az alsé korlat
alatt tobb kiugrd értek is van.

Felso korlat: 25943
Also korlat: 23855

Megoldas: A kiugro érték 22590.

STATISZTIKA
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25160+1, 5(25160—ir

25943

VTF I I
24638-1, 5(25160—-ir

23855
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RANG KORRELACIO

A kovetkezd tablazat egy osztaly matematika érdemjegyét tiinteti fel algebrabol és
geometriabol. Az elérhet6 maximalis pontszam 60.

Tanulé A B C D E F G H | J

Algebra 56 | 32 | 26 | 31 | 45 | 36 | 14 | 39 | 25 | 26

Geometria 92 | 24 | 30 | 28 | 46 | 25 | 23 | 50 | 39 | 20

Rajzoljuk fel az adatokhoz tartozo szorasdiagrammot!

T - Je 7 - r -
Irjuk be a tablazat adatait. V2
I} 69
lﬂ y52 61.3
2 22 24
F T B e’
56
36.8 b
24 ! ° L ]
[ ]
b [ ]
12.3
0
-5.8
-148 -46 56 158 261 363 465 567 669 77.2
- -

Lathatjuk, hogy azok a diakok, akik az egyik témakdorbdl j6 eredményt értek el, a méasikbol
is jOl teljesitenek. Megjegyezzik, hogy a két valtozohoz tartozo korrelacios egyutthato
~0,74. Ez azt jelenti, hogy az adatok k&zott pozitiv korrelacid van.

Fontos hangsulyozni, hogy a korrelacié nem azt jelenti, hogy az egyik adat valtozasa
okozza a mésik valtozasat. Tehat, ha valaki jo algebrabdl, nem feltétlentl j6 geometriabdl
(oda-vissza). A magas pontszamok tobbnyire egyiitt jelennek meg, de ezek nem
egymastol, hanem mas valtozoktol fliggenek.

fgy példaul azok, akik vizualisan kénnyebben latjdk a megoldasokat, feltehetden jobbak
geometriabol, mint algebrabol. Tehat a ket valtozd egy harmadiktdl fligg. Mindenesetre a
korrelacio egy fajta mintat jelent az adatok elhelyezkedésében.
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A kovetkezd diagramok az adatok kozotti korrelaciot szemléltetik:

-
=
[
- .
s =
[ ]

=3
L
=]
L]

N oW B O @ ~ 0 ©
[ ]

Pozitiv korrelécio Negativ korrelacio Zero korrelacio
(Az abrékat QR kod segitségével generaltuk.)

A korrelacio mértékét a pontok viszonyabol kovetkeztetjik. Ha a két valtozobol allo
adatok sorrendje is fontos akkor a korrelaciot az ugynevezett rangkorrelacidval mérjik.

Megjegyzés: A rangkorrelaciot masképpen Spearman-féle rangkorrelacionak is nevezzik.
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Egy csokoladé forgalmazd cég felmeérést készit. A felmérés soran 8-féle csokoladét
szeretne tesztelni (a csokoladékat A-tol H-ig jeloltik). Két azonos koru didkot (Judit és
Hedvig) kért meg a teszteléshez. Az eredményeket tablazatba foglaltuk:

Adjuk meg a rangkorrelacié mértéket a tablazat alapjan!

Judit

D

C

G

B

Hedvig

C

D

B

G

A
H

Tn

Judit esetében a D a legfinomabb csokoladé ezért keriilt az elsé oszlopba és rendeltiik
hozza az 1-t, mig Hedvig a C csokoladét tartja a legjobbnak. Keészitsiink egy tablazatot:

1.

2.

4.

5.

Judit D

C

B

Tn

Hedvig C

D

B

G

A
H

Attekinthetébb, ha a kovetkez6 tablazattal dolgozunk:

A tablazatbdl kitlinik, hogy a két lany ugyan nem ért egyet
a csokoladék sorrendjében, de a finom csokoladék mind a

két esetben nagyjabol ugyanolyan pontot kaptak.

Ha a tesztelést masokkal végeztetnénk el, akkor hasonlo
eredmenyeket varnank. A felmérés azonban szubjektiv,

ezért a hagyomanyos korrelacio itt nem alkalmazhato.

Ha azonban a sorrend megvan,
korrelaciohoz tartoz6 pontdiagram mar jol
mutatja az adatok kozotti viszonyt: A két
velemeény kozotti pozitiv korrelacio szemmel

lathato.

B G b

STATISZTIKA
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A PEARSON-FELE KORRELACIOS EGYUTTHATO

A szamoldgép segitsegével a Pearson-féle korrelacids egyutthatét (r) tudjuk kiszamolni.
Ez a szam -1 és 1 kozo6tt barmilyen értéket felvehet. A plusz 1 azt jelenti, hogy az adatok
egy pozitiv meredekségli egyenesen helyezkednek el, mig a -1 egy negativ meredekségii
egyenest jelent (a pontok az egyenesen helyezkednek el ez esetben is). Ez esetben az
adatok kozotti kapcsolat jellege forditott aranyossag. A 0 azt jelenti, hogy az adatok kozott
nincs lineéris korrelacio. Hangsulyozzuk, hogy ha az adatok kozétti korrelacio nulla, az
nem azt jelenti, hogy nincs k6zottik kapcsolat, hiszen eléfordulhat, hogy az adatok jobban
illeszkednek egy parabolara, mint egy egyenesre. Ebben az esetben parabolikus
regressziorol beszélink (nem pedig linearisrol).

A Pearson-féle korrelacios egyutthatd tehat az adatok kozotti linearis kapcsolat
szorossagat meri.

Adjuk meg az el6z6 feladatban szerepld korrelacios egyiitthato ertékét!

Megoldas: a Pearson-féle rangkorrelacio érteke r ~ 0,78

SN IES |

A korrelacio értéke és a valtozok kozotti kapesolatot mindségét a kovetkezo tablazattal
szemléltetjik:

Korrelacios egyltthato ertéke | Valtozok kozotti kapcsolat
09-1 Rendkivil szoros
0,75-0,9 SZoros
0,5-0,75 érzékelhetd
0,25-0,5 laza
0,0-0,25 Nincs kapcsolat
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A LINEARIS REGRESSZIOHOZ TARTOZO EGYENES

Legyen

X = az x valtozéhoz tartozé szamok atlaga

y =az y valtozéhoz tartozé szamok atlaga

S

Xy Z(Xi _i)(yi _y)zzxiyi _%inzyi
5. X5 = Dx 1 (x)

A linearis regressziohoz tartozo egyenes egyenlete, ha az x a fiiggetlen valtozo, y pedig a
fliggd:

y =a-+bx

S _
ahol b=—2 és a=y-bx

XX

(A linearis regresszid egyenese atmegy az (>_<;§/) pontokon).

A fenti képletek tajékoztato jellegiiek, hiszen a szamologép rogton megadja az a, b és r
ertékeket. Megjegyezziik, hogy a szamoldogép a képletben szerepld szummacios
Osszegeket is megadja.
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TOVABBI FELADATOK
A derékszogli koordinata-rendszerben adott egy téglalap, amelynek csucsai:
A(0;0), B(4;0), C(4;1) és D(0;1).Véletlenszertien kivalasztjuk a téglalap egy belsd

., : 1 1
P(x;y) pontjat. Mennyi annak a valoszintisége, hogy y < : X + E?

Valtsuk at a szamolégépet Tablazat médba, majd irjuk be az f (x) fiiggvény helyére az

egyenldtlenség jobb oldalat.
A g(x) fuggvényhez ne irjunk semmit.
A Kezdd érteket -1-re véaltoztattuk.

i o [ o I N o [ N
1 g ldh f A\ g B8 f(x)=%x+%| g x> T}E{lgédg?ﬂomany
Xy g %2 g 00 Zaré :5
9:Tablazat Lépés:1l

A fuggvény képéhez a QR kadd segitségével jutunk. Nyomjuk meg a gombokat.

A Kezd6 értéket azért valtoztattuk —1-re, mert igy jobban lathatd, hogy a fliggvényérték

az x=0 pontban %

Rajzoljuk meg a koordinata-rendszer tengelyeit és a feladatban szereplé téglalapot.

r . |
2.5
= iz ‘/
;—3“3?6 2.0 =
3 1(0,8333
4 2[1.1666 _1 15
1.0 f“"#
n.5
n.o
-1 ] 1 2 3 4 5
—_ () k3
"

1 1
Az y< 3 X+ > feltételnek megfeleld tartomany téglalapba eso részét kékkel szineztiik be.
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A valdszintiséget a terllettel fogjuk mérni. Legyen A az az esemény, hogy a kivalasztott

pont a téglalapba esik és y < %x + %

25
5.1 -
15
1.0
0.5
0.0
-1 0 1 2 3 4 5
— ¥} X

A véletlenszertien valasztott P(x;y) pont barhol lehet a téglalapon beliil, igy a téglalap
terlilete lesz az Gsszes eset szama.

Ttéglalap =4-1=4 [egySég]

A kedvezd esetek a téglalap kékkel jelolt részét jelentik. Ez egy trapéz. Ennek tertiletét
megkapjuk, ha a téglalap teriiletébdl kivonjuk a bal fels6 sarokban keletkezett derékszogl
haromszdg teruletét.

1 (1 3) 29 ,
Ttrapéz = Ttéglalap _Tderékszégzk’ haromszég 4——- [_ ) _j = E [egyseg]

(a derékszogli haromsz0g x-tengellyel parhuzamos oldaldnak hosszat az y=1 és

y = % X + % egyenesek metszéspontjabal kaptuk).

=ac! i

29
3
0, 90625
29
Megoldas: a keresett valosziniiség: P ( A) = % = % (z 90, 62%).
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Marci a farsangi rendezvényre kibocsatott 200 darab tombolajegybdl 4-etvasarolt. A
tombolan 10 nyereménytargyat sorsolnak ki. Minden tombolajeggyel legfeljebb egy
targyat lehet nyerni. Mennyi annak a valosziniisége, hogy Marci pontosan egy targyat nyer
a tombolan?

A négy tombolajegy barmelyike lehet nyerd. Ha kivalasztunk egy nyerd tombolat, akkor
a maradék 3 ,,nem nyerd” kell, hogy legyen.

A 200 tombolabol Marci szdmara 4-et kell kivalasztani. Ebben lehetnek nyeré és nem

, L 200
nyer6 tombolak is. A szamuk az 6sszes eset Szamat adja: n = 4 j

10
A 10 nyer6 tombolabol 1-et 10 féleképpen lehet kivalasztani | vagy [ 1 j]

190
A maradék harom nem nyerd szelvényt a 190 tombolabdl kell kivéalasztani: ( 3 j

Mindegyik nyer6h6z harom nem nyer6 tartozik, ugy, hogy a sorrend nem fontos.

190)(10 10x190€3
A kedvezo esetek szama tehat: k = 3 L) 200C4
0, 1739477266

190
10-

3 j ~17,39%.

Megoldas: P(Marci pontosan egy targyat nyer a tombolan)=
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STATISZTIKA 92

Marci a farsangi rendezvényre kibocsatott 200 darab tombolajegybdl 4-etvasarolt. A
tombolan 10 nyereménytargyat sorsolnak ki. Minden tombolajeggyel legfeljebb egy
targyat lehet nyerni. Mennyi annak a valésziniisége, hogy Marci nyer a tombolan?

Marci vagy nyer, vagy nem nyer a tombolan. A két esemény egymast kizarja. Ezért

P(Marci nyer a tombolan)=1— P(nem nyer).
. , 200
Az 0sszes eset szama: :

Kedvez6 az, ha Marci mind a négy alkalommal a 190 nem nyerd tombolat kapja.

190
Ezek szama a kedvezo eset szama: [ 4 j

=]
,_190¢c4
20004

0, 186794378

N

)

Megoldas: P(Marci nem nyer a tombolén)

1—

~18,7%

VR
N
~ O
o
—
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SOROZAT MEGADASA ES ABRAZOLASA

A sorozat elemeinek megadasa
Hatarozzuk meg az a, = 2n+1 sorozat néhany elemét!

Els6é megoldas

Adjuk meg a sorozat indexeit. Tekintsiik az elsé 10 elemet! Az Al cella kezdd értéke

legyen 1. Ezt kdvetden definidljuk a hozzarendelési utasitast, amely alapjan a program a

kovetkez6 index elemet generalja. Ehhez nyomjuk meg az gombot.

g8y ﬁﬁdf:: i
Y d mh,a;l;di
8:Szamoldtabla

Valasszuk a ’Kitoltott képlet -et, majd utasitasként irjunk Al+1-et.

P B o o o}
Kitdlt képlet : - -
Képlet=Al+] z g 0

() ] 7
=A3+] =AT+]

A sorozat elemei ugy keletkeznek, hogy az A1 cella elsé elemét (1) megszorozzuk 2-vel,
majd hozzaadunk 1-t: 2A1+1.

1:Kitdlt képlet |
2:Kitdlt értékkel
3:Cella szerkeszt
4:57zabad teriilet

A tartomany ("Tartom’) A2:A10 (a legutolso cella A10).

A program (az A oszlop elemeihez viszonyitva) kiszdmolja a sorozat elemeit.

o] o] o] o]
Kitolt képlet ; a - =
Képlet=2x41+1 z 5 1o g3l

51610  — —
=2%A4+1 =2XA8+1

Megoldés: a, =3; a, =5 és igy tovabb (last a fenti képeket)

Leal B [yl [d) |
1 B

A szamolétabla-mod lehet6séget ad arra, hogy a beirt adatok néhany jellemzdit (pl. atlag)
rogton megkapjuk.
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Megjegyzés: az automatikus kitoltéshez aktivaljuk az ’Auto szamitast .

vew @-(a) () (1]

Erre akkor van szilkség, ha az elemekre alkalmazott képletet nem szeretnénk minden
alkalommal beirni, ha egy elem megvaltozik valamelyik cellaban.

1:Bevitel/Kiiras J|1:Tort alakija 1:Auto szamitas Auto szamitas?
2:5z06g m.egys 2iKomplex j2:Cella mutatasa [([|l:Be
J:Szamformatum J:sStatisztika 2:Ki

4:Mérniki szimb 4:5zamoldotabla

Valtoztassuk meg a 2. elemet 2-r61 6-ra. Latjuk, hogy a tablazat elemei ennek megfeleléen
valtoznak.
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Hatarozzuk meg az elébbi sorozat elsé négy elemének szamtani kdzepét ugy, hogy az
eredmény a C1-es cellaban jelenjen meg!

Mozgassuk a kurzort a C1-es cellaba!

QLI E | [ | D]

R[] ) (o

Nyomjuk meg az gombot, majd nyomjuk az ® addig, amigaz ‘Mean’ (Atlag) nem
jelenik meg.

1:Kitdlt képlet #[1:Min
2:Kitolt értékkel ||2:Max
3:Cella szerkeszt||3:Atlag
4:57zabad teriilet |(4:HssZeg

1
2
]
i

Mean (B1 :E1)I

) e ] (]

Fo [ Cafbaf—

Megoldas: a szdmok atlaga 6.

Megjegyezzik, hogy a sorozat elemei Tablazat médban is megadhatok.

i ! o N F I
X=X a artomany = =
Y g U g A g B | F)=2%41 Tabl tart ; T,
Kezd6:1 3 2 5
Xt g ¥ g oo Zar6 :10 I B
9:Tablazat 1
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A sorozat abrazolasa

Abrézol (-2 -

Abrazoljuk az a, =-~—— sorozat elemeit!
n

Vigyuk be az adatokat Statisztika modban! (Tekintsiik a sorozat els6 10 elemét)

o] D]
X+ [g= 1:1 valtozos e v x "
i= g [y iR g [55 2:y=a+tbx o - I -
Y I A g B g |3: y=a+bx+ox® i I
Statlsztlka 4:y=a+b+In(x) -1
n A = |
A A A H (_1) 0.4 ¢
Jol lathatd, hogy lim~——=0
X—N n 0.2 o ®
L4 °
2.2e-16
0.2 ® L ¢
0.4 e
-0.6
-0.8
1 @
-1.2
_— 2 4 6 8 10 12

SPECIALIS SOROZATOK (SZAMTANI, MERTANI)

A. szamtani sorozat

A szémtani sorozat altalanos tagja: a, =a, +(n—1)d

a1+a

Az els6 n elemének 0sszege: S, = 5
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42

Hatarozzuk meg az 1+ 3+...+ 201 0sszeget!

Els6 modszer

=ac!
Aktivaljuk a szumma jelet a gombokkal! % am
A sorozat éltalénos tagja a, =1+(n—1)-2=2n-1 . i
% (2x~1)
_ 10201
Maésodik mddszer
Hasznaljuk az S, -re vonatkozo kepletet!
Nyomjuk meg a gombot, majd adjuk meg az x (n) értékét!
Az x=0 értékét valtoztassuk 101-re!
EZAo] 7 O 7 o i
1+§o1 14201 0 1+§o o 1+§o o 1+%0 o
0 0 10201

Megoldas: az 1, 3, 5....,201 elemek 6sszege 10201.

Egy szamtani sorozat harmadik tagja 30, tizenegyedik tagja 10. Mennyi a sorozat elso
eleme és kilonbsége?

Statisztika Uzemmaodban dolgozunk. Vélasszuk a 2-es opciot (y =a+bx) ezt kdvetden a

4-est (Regresszio szam)

o] o]

®+ uu 1:1 valtozoés i v * v
+= A 1 1 |:||:| 2:vy=a+hx é_ % 1? ?g
_dm_d 3:y=atbx+cx?2 3 | m—

tStatisztika diy=a+b+In(x)
1:Tipus valasztas F%%3?5 )
2:5zerkesztd b=%5

=

3:2-valtozdés stat
4:Regresszid szam

Azt kaptuk, hogy y =-2,5x+37,5=35+(x-1)-(-2,5)

Megoldas: a sorozat elsé elem a, =35 és differencigja d =-2,5.
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B. Meértani sorozat

A sorozat altalanos tagja

n-1

a, =aq
és elsé n elemének 6sszege:
q'-1

S =a,- .
=&

Egy mértani sorozat elsé eleme 6, hanyadosa 4,5. Mennyi a sorozat elsé 10 tagjanak

0sszege?

A sorozat elsé 10 tagjanak 6sszege 5837250,29.

ANALIZIS 100
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5837250, 29
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FIBONACCI-SOROZAT

A sorozat elemei:

a=1a,=1,...,a,=a,,+a,,

Adjuk meg az els6 10 elemet!

frjuk be az elsé két celldhoz tartozéd értékeket: 1 és 1. Ezt kovetéen a képletet és a

tartomanyt.
A of o]
1:Kitélt képlet |
g lﬂﬁ%ﬂ ; 2:Kitdlt értékkel
EE g %3 4 ¥¥ 4 OO 3:Cella szerkeszt
B8:5zamoldtabla 4:5zabad terilet

Sd
55

Kit6lt képlet
Képlet=A1+A2

Megoldas:
a=1;a,=1,a=2;a,=3;...;4,=>55.

Megjegyzeés:

Tekintsik egy masik sorozatot, g,-t. Ez a sorozat a Fibonacci sorozat egymast kovetd

elemeinek hanyadosibdl all. Azaz,

A fenti sorozat vizsgalatahoz hasznaljuk a szamoldgépet!

Kito1t képlet
Képlet=A2+Al
Tartom:B1:B10

—A8TAT T —A10+A9

A megfelel6 hanyadosok: 1; 2; 1,5...

. . a1
A hanyadosokbdl képzett sorozat hatarérteke il

1, 618033989
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FUGGVENYABRAZOLAS

Abrézoljuk a valés szamok halmazan értelmezett f (x)=x*—x fliggvényt!

ry o) — 7o - o
B g i g A g B [f o=k —x Tabl tartomany o 20

i 2 -4 -0
Xy 4 ¥ Joo Zare :5 i 3 m
9:Tablazat Lépésgs:l -5

A fuggvényképe alapjan a zérushelyeket nem tudjuk megkulonboztetni.

150
100 /"
51 v

0 =]
I-,n""

_EID /r/

100

150

-5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 &
— i) X

Véltoztassuk meg a hatarokat! Némi probalkozas utdn a Kezdd, az Zard es a Lepes
értékek a kovetkezok:

Setting X 10 /
Start -5 R ]
End 5
0
Step 1
-5
Sync Axis ON OFF /
Ymin -10 - =10
5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5
Ymax 10 « — ¥} i
norze [ oraw
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EGYENLETEK MEGOLDASA FUGGVENYEKKEL

Oldjuk meg az 2x* +11x* +17x+6 =0 egyenletet!

'y E=an| AL - o)

Y g b d A g B g |f o= +11x7 +17xm ngédgﬁ_\f}lomanf 4 f"fig

X} g 3% 4 oo Zaré :3 3 2| ¢
9:Tablazat Lépés:1 -4

Latjuk, hogy a fuggvény grafikonja nem elég tiszta ahhoz, hogy a zérushelyeket
megkulonboztessuk.

250

200 /
150

— ¥} k3

Valtoztassuk meg az y,... €s Y, ertékeket!

Ezt kovetden az 1) hatarok és a grafikon:

Setting . 3 !
Start -4 e 2 f
T
End 3 S e
R I:I
Step ! )
Sync Axis ON OFF N I \
Ymin 3 - )
4 3 = 4«1 1 2 3
Ymax ’ - - |

wze I oraw |

Megoldas: x=-3; —2; —0,5;.
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FUGGVENYHATARERTEK VEGES PONTBAN

2

Sejtsiik meg a lim 2 —4
X—2" X—2

hatarértéket!

2

Vizsgaljuk meg az f(x)= ); —4 (x#2) fuggvényt!

Els6 modszer
frjuk be a kifejezést *Szdamolégép’ modban. Ezt kovetden nyomjuk meg a gombot.

A program az x ertéket keri.

Legyen az x értéke 1,9 majd 1,999999 (6 darab 9-es). Az gomb segitségivel a tort
alakbol tizedes szamot készithetiink.

i v ” Vo O 5 JoF 9 o7
[ g & o (28] |2 '5‘ x4 x4
x— x— x—
Y g ik g S BB
1:Szamologép x=0 x=1,9 |
(=] Iy o O Iy =ac] (=] Iy
x’—1 x’—4 x—4 x’—1
x—2 39 x—2 x—2 x—2
1 SPgelx =1,090988 | 3, 999999
X% —
Ezek alapjan lim =4,

Xx—2" X —
Masodik modszer:

irjuk be a kifejezést 'Szamolotabla® modban. A kezdd érték legyen 1. Tekintsiik az elsé 6
tagot. Az indexek generalasa utan vigyuk at a kurzort a Bl-es cellaba. A kozelit6 értékek:
1,9;1,99; 1,999; ... ;1,999999 (6 darab 9-es).

¥ o]
X+ Z 8 oo 1:Kitdlt képlet WMKitdlt képlet
+= d d 1016 d [a3 2:Kitolt értékkel |Képlet=Al+1
1 4 Ui d A R 3:Cella szerkeszt
B:Szamolotabla d4:5zabad teriilet
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Termeszetesen nem kell beirnunk az egyes értéekeket. Az elemek generalasaban segit a

kovetkez6 otlet:

0,9=9i
10
0,99=9-(i+ij.
10 100
Altalaban:
1 1 1 (110) -
0,9...9:9-(—+...+ j:g- (—j— :—1-(0,1”—1):1—0,1”
10 10" 10) 1 4
10

Ezt kovetden a B oszlop elemei a 0,9; 0,99;...;0,999999.
A keplet: 1-0,1MAL).

A C oszlophoz az 1 értéket rendeljiik hozza, majd adjuk 6ssze a B és C oszlopokat.

o] o] of o]
Kitdlt képlet 0 Kitilt képlet
Képlet=1-0, 1" {Al) Z] 0,99 Képlet=1
= = 2| 0,999 1 q
E L) EYCPEEEE]
=1-0,1" (A1)

o] o)
Kitdlt képlet

Képlet=B1+C1 0,59 L]
b, 595 EEE] T.955

D r.mm_ o595 T, 5590
=1 =B1+C]

Most, hogy a D oszlop elemeit megkaptuk, irjuk be az x helyére az egyes értekeket. A
hozzéarendelési szabaly: (D12-4)+(D1-2).

Kit6lt képlet
Képlet=(D12—1)+(D

Megjegyezziik, hogy némi gyakorlas utan a fenti miiveletsor rovid i1d6 alatt kivitelezhetd.

o8 (] ]

0.3 0,3

R L] (el ol
O i
E L] (]

[EEEE]
[PEEEE]

[

1,9999[ 3, 9399
1,993959(3, 9393

; 5551 5.5
[FEEEE] 1, 99993, 9993 | |
=(D12-4>-(D1-2)

[
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A POLARKOORDINATA-RENDSZER

Konvertaljuk a kdvetkez6 pontokat az adott koordinata-rendszerre.

a. (2;%) derékszogl koordinata-rendszerre

b. (2;—%) derékszogl koordinata-rendszerre

c. (-11) polarkoordinata rendszerre.

Véltoztassuk a sz0gegységet radianra.

Vo | Vo' [

a. [ (=) @~ ) &)-3E B x0)-&@ B -0 &

(2;%@%(—1; 1,73..)
b.
(2;—%)—»(1; ~1,73..)

C. B E-MEA -0 3

(-L1)—>(1,41...; 2,35...)

ANALIZIS 106

=)
Rec[2;%]

x=-1;¥=1, 7320508(»

' & A

Rec[2;—%]

x=1;y=-1, T320508(»

77 @
Pol(-1;51>

r=1, 414213562 ; §=i»
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FUGGVENY DERIVALTJA ADOTT PONTBAN

Hatérozzuk meg az f (x)

EFEE-0®E@-EHN-EE

Megoldas: a fliggvény derivaltja az x =5 helyen

ANALIZIS
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ﬁ fuggveny derivaltjat az x =5 pontban!
+

=3

%[ {x-}-l ) ]|x=5

-0, O2FFFFFFT T8

~—0,03
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f (X) =0 FELTETEL MEGOLDASA

Az f'(x)=0 feltétel azt jelenti, hogy Kkeressik azokat az x értékeket, melyre az

egyenldség teljesiil. Eppen ezért a szamolds soran az egyenletmegoldd funkciot
hasznaljuk.

Ezt a mddot a gombokkal aktivalhatunk.

Hatarozzuk meg a kovetkez6 hozzarendeléssel megadott parabola maximumanak értéket:
f(x)=-2x*+2x-3.

Elészor oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet:

d Vo Vo O d Vo O d Vo
—= | — 2 — = —_— 2 —_— = — - 2 — - — - 2 _— =
g (—2at+2x-3)| = |e(-2x?+2x-3)|,_ =0 |q-(-2x"+2x-3)|  =||qp (-2a’+2x-3)| _ =¢
= 0, 5§
) L-R= 0

A megoldas x=0,5. A flggvény képe:

i o [ N T [ N o]
13 d i d A g B8 f|f (x)=-2x"+2x-3 TEbldEE}fgomﬂnY | "%
ErE: Zaro 5 1 3 -
9:Tablazat -5

74
x
-1
ol

1
]

S
&
7
2

d N

A fuggvenyérték az pontban —g:

o

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5§
— i) ®

vor & I
—2%0, 5°+2x0, 5-3

1
math

d

Megjegyzés: lathato, hogy az egyenes meredeksége elbjelet valtaz x = 0,5 ponthoz kepest

balra €s jobbra 1év6 helyeken.

, : . - 5
Megoldas: a parabola maximumanak értéke: >
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HATAROZOTT INTEGRAL

T

2
Hatarozzuk meg a kovetkezo integral értékét: I sin xdx !

3

A szamologépet valtsuk at rad tizemmddba! (ha deg-ben dolgozunk, akkor az eredmény
0. Ugyanakkor szamitas kdzben is tudunk valtani a MENY gombkombinéacidval.)

1:Bevitel/Kiiras ||1:Fok (D) ) I e :
2:5z08 m.eLys 2:Radian (Rad> .
3:Szamformatum 3:Ujfok (Grad) J_Lsm("’-}dx 1
4:Mérnoki szimb 3 2

2
Megoldas: J' sin xdx = %

3

Megjegyezzik, hogy a zardjel nem sziikseges.

Vir @ A yir @ Y
j;x2+2xdx J;(x2+2x) dx

20, 205029896 20, 20502996
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FELADATOK

Tobb részletben 6sszesen 350 tonna arut szeretnenk vasuton elszallittatni. Az egyik
szallitocég arajanlataban a szallitasi dij két Osszetevobdl all. Egyrészt a szallitott ard
tomegének négyzetével aranyos dijat kell fizetniink, masrészt az aru tomegétol fiiggetlen

allandé alapdijat is felszamitanak: ha egyszerre t tonna aru elszallitasat rendeljik meg,
ot . o : o .
akkor ezért E+205 eurot kell fizetnink. lgazolja, hogy ha két részletben (keét

alkalommal) szallittatnank el a 350 tonna arut, akkor a vasuti kéltség abban az esetben

lenne a legkisebb, ha az arut két egyenld tomegl részre osztanank!

2
A széllitasi koltség 6sszege a tomeg fliggvényében ;—O+ 205 [Euro].

A 350 tonna arut bontsuk fel két részre:

X €s 350 — x.

A két résznek megfeleld szallitasi koltségek:

X _ (350—x)’

—+205 és + 205
10

Ezek 6sszege a teljes szallitési dij. Jeldljuk ezt a fiiggvényt A(x)-szel.

) o\
A(x)=X—+205+m
10

x* +(350 - x)2

+205= +410.

Az A(x)fiiggvény minimumat keressik.

Megjegyzés: mi az A(x) fiiggvény értelmezési tartoméanya?
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Vigyuk be a fliggvényt a szamologépbe!

A Kezd6, az Zaro és a Lépés értékek rendre 0, 300 és 50.

- ()% i 21 |ltabI” tartoms
Xxi= — a artoman
1 g dn g AN g B o F f(x}=4+{31500 x,, Kezd6:0 Y
Xy g 3 oo Zaroe :300
9:Tablazat Lépés :50

Lathato, hogy a fliggvény legkisebb értéke valdban 175 korul mozog.

-
14000

12000

j

10000

]
i fims

|| 5522 AN /|
3 100 TE&D 000 ™ o
4 150 EEE0
0 6000
4000
u] 50 100 150 200 250 300
— fix X
b () d

Természetesen ezt igazolnunk is kell. Ha megtalaljuk azt a pontot, ahol az A(x) fiiggvény
derivaltja 0 (A'(X) = 0), akkor minimum esetében az ettél a ponttol balra, illetve jobbra

esO egyenes meredekségének eldjele rendre negativ, illetve pozitiv kell, hogy legyen.

Adjuk meg a fliggveény derivaltjat egy x pontban majd oldjuk meg az A'(x) =0 egyenletet.

A fliggvény derivaltjat a billenty(i kombinacidval vihetd be (di(u) .~ j
X =0

X = X -et irtunk az adott ponthoz tartozo derivéalthoz!

- - . /
£350-%)

+410]|Fﬂ

=AC! A
i[x2+(350—x)ﬁ4,
dx 10 ' 10

2 +(350 - x)*
Oldjuk meg a .| X+ (350-x)
dx 10

+ 410} |, =0 egyenletet!
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Az egyenletmegoldashoz a

gombokat nyomjuk meg.

Adjunk meg egy, a feltételezett megoldashoz kozeli értéket!

Legyen ez x=150!

@2m 2
i['x +(350—=x)>° |
ax 10 b4

U

LA

d [ x*+(350—x)°

A

dx
=
L—-R=

10

+4 [
175
0

Azt kaptuk, hogy az x =175 pontban a fliggvény derivaltja 0.

Nezziik az elgjelvaltasokat!

Mozgassuk a kurzort az x =X pontig, majd irjunk 170-et, illetve 180-at a jobb oldali x

helyébe.

Wor I 2 I ¢Ef2m 21 voF | 5 ry v'Eleil 21
350-x) d [ 22+(350-2)% , , ||.350—2) d [ 22+(350—x)2 ,
“10 +410]|x=m ax 10 ST +410]|x=1sn dx[ 10 ke

-9 2

Az eldjelek tehat azt mutatjak, hogy az X =175 pontban a figgvénynek minimuma van.
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A vasuti szallitas koltségének csokkentése érdekében a 350 tonna tdmegii arut n egyenld
részre osztjuk, és azt tervezzilk, hogy minden egyes alkalommal egy-egy részt

széllittatunk el a vasuttal (n € N+). Igazolja, hogy a szallitdcég ajanlata szerint az n

alkalommal torténd vastti szallitas koltsége 0sszesen +205n Eurd lenne!

n

0
Az egyenld részek tomege —.

A koltségek:

350’ 350 .\ 350 )’ 350 )
n—+205 + n—+205 + n—+205 +...+ n—+205 =

10 -

(35‘)) .
~Un 1005 122500 . 12250

+n-205.
10n n

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az n alkalommal térténé vasuti szallitas koltsége Gsszesen

12250
n

+205n.
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A vasuti szallitas koltsegén kivul figyelembe kell venniink azt is, hogy ha a 350 tonna arut

n egyenld tomegl részre akarjuk szétosztani, akkor a munka elvégzéséért nekiink

(n—1)-400 eur6t kell fizetniink. (n € N+). Hany egyenld tomegii részletre bontva lenne

a legolcsobb 350 tonna aru elfuvaroztatasa?

A széllitasi koltségekhez adjunk hozza (n—1)- 400 eur6t:

12250
n

+n-605-400

(12250
n

+n'205j+(n—1)-400:

Legyen B(x)= 1220 + X - 605 — 400.
X

Keressuk azt az n értéket, melyre a B(x) a legkisebb értéket veszi fel. Abrazoljuk a B(x)

fuggvényt! A g(x) flggvényhez ne irjunk semmit!

i - =3o! B Lo}
d |.|:|]]: d-_/l‘;d -3 f(x)—12250+x)(6l35l- ngédgﬁ_‘{tomany é-sz Iégég
IEP X 4 & oo Zaro :20 [ o=
9: Tablazat 1
A grafikon alapjan lathato, hogy az n=4 illetve [75m 1
N=5 pontokban lehet szélséérték. Ezek utan S y
. . . A
keressik meg a megoldast a derivalt - l d
segitségével! B'(x)=0. \ A
g g ( ) annn ]1
]
d (12250 \ o
— + X -605—400 =0. _ SN
dx\ X _ iRvaL
X=X 4000
1234567889 11 13 15 17 19
— fix) X
-
A feltételezett megoldashoz kozeli érték legyen x =150.
d (12250 o d ( 12250 d (12250
(12290 42x605-4»| [txx605-400 |, =0 || & 1223 4+xx605-45{| L 12250 4ax605-4
= 4, 499770425
0 L—R= 0
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Nézziik meg a fiiggvényértékek eldjeleit az x =4, illetve x=5 pontokban!

o [ A &

& A A 7 [ A
=0 d [ 12250 =0 d [ 12250
304xx605-400)|,, | (L (12250 4x%605- 4+ [@0+ax605-400]|,, || (12250 4xx605-4
- 160, 625 115
A fuggvenynek minimuma van az x ~ 4,5 pontban.
Tehét az n értéke 4 vagy 5.
Ha n=4 akkor B(4)=5082,5. 12280, 12605-400
1
5082, 5
12250 y
1eeOl 4 5%605—400
Ha n=5 akkor B(5)=5075. 5
5075

Az kaptuk, hogy az aru elfuvaroztatasa 5 egyenld rész esetén a legolcsobb.
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Szamitsa ki az abran lathatd két gorbe vonal altal kbzrefogott sikidom teriiletét! (Az egyik
hatarolé vonal az y =sinx+2, a masik pedig az y=cosx+2 egyenleti gorbének egy

része.)

Keressuk meg a két fuggveny metszéspontjat!
megoldashoz hasznalt kozelitd értékek 0,5 és —-2,5.

(Miért ezeket a kozelitéseket valasztottuk?)

A

y=cosx+ 2

(=alc]
sin(xl)=cos(x)}

= O
sin(xl)=cos(x)}

v=
L—-R=

-2,35619448

=Ao)
sin{xl=cos(x)

™ &
sin(xl=cos{(x)

b =

0.7853981633

™ ©
sin(xl)=cos(x)}

A két megoldas: x~0,7854 es x ~—2,3562. A két megoldas a terilethez tartozo integrél

hatarait adja meg.

£ -
A |

—4
|

-3 - =1 0
| A A
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Hatarozzuk meg a zolddel jel6lt tertilet mertéket! A teriilet megadhatd a cosx+2 és a
sinx+ 2 fuggvények kulénbsegének integraljaval az x ~0,7854 és x ~—2,3562 kozotti

szakaszokon:

0,7854
j (cosx—sinx)~2,83

—2,3562

Megjegyzés: Ha deg Uzemmodban dolgozunk, akkor az
eredmeny koralbelll 3,18. A két izemmod kozotti valtashoz
nem kell kilépni a szamitashol.

3 &

J‘D;'?BEfi( (x) P
5, 3562 COSLX s51n

2, 828427125

VIr [ i

J‘Ds'?E!Sfl( (x) P
5, %560 CosLX s1ln

3, 183969081

Nyomjuk meg a Meny gombokat, majd valasszuk a sz6g m. egys opciét. A kivant

egységre kattintva a szamitashoz az (=) gombbal térhetiink vissza.
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l:Bevitel/Kiiras |
2:5z02 m.egys

3:Szamformatum
d:Mérnoki szimb

IGNACZ GYORGY



55

akkor az {a,} sorozat nem monoton, de korlatos! (neN*).

Igazolja, hogy ha a, = 13

El6szor a korlatossaggal foglalkozunk!

. " . L ires ) 11x -5
Adjuk meg a sorozat néhany elemét, majd abrazoljuk a sorozathoz tartozé f (x) = 3G
X —_
fuggvenyt!
I. A sorozat elemeit Tablazat segitségével adjuk meg.
2 mﬂilx—5 Té\blﬁ’%artomany oo
1B g Uit g A g B g1 o= 0 Rezdbis i
2§ o 38 4 o0 Zaro 120 1 i
9:Tablazat -5
i fima
4 10)4.7727
=1 15)d.3243
& 204, 1346
7|
A fliggvény &brazolasa: 1500 ]
8 . . , 1000
A — pontban a fliggvény nincs értelmezve, de
3 a00
ettdl a ponttol jobbra 1évo értekek mar jelzik, hogy .
a fuggveény korlatos. -
=1000
-5 -1 3 7 11 15 14
— f{x Ed
-
Il. A sorozat elemeit Szamolotabla segitségével is megadjuk:
& o]
1 g Ui f A JIEER
EBd X8 4 X8 4 OO
B8:5zamoldétabla
A Kezdé, Zaro és értékek ugyanazok, mint korabban. El6szor allitsuk el6 a sorozat

indexeit! Ehhez adjuk meg a kezd6értéket (—5) majd adjuk meg az utasitast, és végiil a

tartomanyt! Az egyes index elemeket ugy kapjuk, hogy az el6z6 index elemhez
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hozzdadunk 5-6t. A tartomany a Al mezotél a A6-ig terjed (—5-t61 20-ig 5-sével
Iépkedve 6 elem van: —5;0;5;10;15;20).

Az utasitast (formulat) az gomb megnyomasaval aktivalhatjuk.

A kezdd elem tehat a —5. Az A valtoz6t az billentytikkel vihetjiik be.

1:Kitslt képlet N[Kitolt képlet Kit61t képlet
Képlet=Al1+45

2:Kitdlt értékkel
3:Cella szerkeszt|Tartom:41:4A1
4:5zabad teriilet

Ezt kovetéen rendeljik hozzd az indexekhez a sorozat elemeit! A képlethez
(11x AL-5):(3x AL—-8) irtunk.

1:Kit61t képlet 0[Kitolt keéplet Kit61t képlet
Képlet=(11XA1-5)=

2:Kitdlt értékkel
3:Cella szerkeszt | Tartom:AT:AT
4:5zabad teriilet

Vizsgaljuk meg a sorozat korlatossagat! A fels6 korlattal kezdjiik.

Egy tort értéket noveljik, ha a szamlalot noveljik, vagy a nevezot csokkentjiik.

novelt
S

3 11n 5 11n 11n 11
" 3n-8 3n 8 on 2

S

=5,9.

csOkkentet

Egy tort értékét csokkentjiik, ha a szamlalot csokkentjiik vagy a nevezot noveljiik.

a11n5 4n 4n
" 3n-8 3n84n
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Megjegyzes:

e 11n—-5<11n mindig igaz (a sorozat legkisebb eleme, n=1).
e 3n-8>2nhan>8.

e 11n—5>4n mindig igaz.

e 3n-8<4n mindig igaz.

Azt kaptuk, hogy a sorozat két lehetséges korlatja az 1 és 5,5 (han>8).

Tehat a sorozat korlatos.
Vizsgaljuk meg a monotonitast!

A sorozat monoton novekedo (csokkend), ha minden ne N-re

a,,=a vagy a,,—a,>0illetve a,,,<a vagy a,,—a,<0

n+1

. _11(n+1)-5 1In+6
" 3(n+1)-8 3n-5

_1In+6 1In-5 (11n+6)(3n—8)—(11n-5)(3n-5) 73

_ - - = 0
T T35 3n-s (3n-5)(3n-8) (3n—5)(3n—8)<

ha n> 2.

Tehat a ,,—a, <0 ha n>3. Hasonlban
a,,—a,>0ha n<2

Tehat nem minden n-re igaz, hogy a_ ., >a, vagy a. ., <a, =a sorozat nem monoton.

n+1 n-+1

Megjegyzes:

A. A flggvény grafikonjabdl is lathatd, hogy a sorozat nem monoton.
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_11x-5
3x—8

B. Erdekességképpen megmutatjuk a hatarértékét a f (x) ha X — oo,

hatarértéket!

Sejtsiik meg a Iimllx

X2 3X —

A fliggvény nem értelmes az x :% (=2,6667) pontban.

Vigyik be a Lix

kifejezést ‘Szamoldgép’ modban majd nyomjuk meg a gombot.

Az x=0 értek jelenik meg elészor.

Ha (=]-t nyomunk, akkor az ezen a helyen felvett fliggvényértéket kapjuk:

=do| | EAo) Y
11x—-5 11x-5 11x-5
3x—8 3x—8 3x—8

5
) 8

Nyomjuk meg még egyszer a gombot, és valtoztassuk meg az x értekét.

Vo7 T [ Iy VoF [ Vo7 A
11x—5 11x-5 11x-5 11x—5
3x—8 3x—8 3x—-8 3x—8
x =1000 3, 6741799465 J0000000 3, 666666748

L] ¥TZ Y
11x-5 11x-5
3x—8 3x—-8
X =lxw® 3, 666666667
. 11X=5
Ez alapjan lim ~ 3,6667.
x> 3X —8

Megjegyezziik, hogy lim 1xX=5 _ 1—31(z 3,67)

x> 3X —8
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A derékszogli koordinata-rendszerben adott az y=-0,25x*+3x, illetve az
y =0,01x% —1,44x egyenleti gérbéknek az az ive, amelyre 0<x<12. (Ez a két iv az
abran is lathat6.) Tudjuk, hogy a (0;0) ésa (12;0) pont a két iv kozds pontja. Mindkét iv

esetében adja meg az iv x tengelytdl legtavolabbi pontjanak els6é koordinatajat!

Készitslink egy vazlatot! v

Hatarozzuk meg az egyes ivek maximumat!
y = —0,252" 4 3z

e A parabola szimmetrigja miatt a fels6 ivhez tartozo

0+12j
> )

maximum x koordinataja x =6 (:

y=0,01z — 1,442

e Az also ivhez tartozé minimum x koordinatajat keressuk.

Az els derivalt: 1(0,01x3 ~1 44x)
dx

X=X

=3
d 3_
dx(a, 0lx 1.4|4x)|:

Kozelitd értéknek az X =6-ot valasztottuk.

o [ o [
%(D.Dlxs—l.ﬂlﬁlx)'t; %(0. 01x°-1, 44x) | y = 0.012° |- 144z
= 6, 928203239
[ —R= o

Az also ivhez tartozé minimum x koordinataja X ~ 7. Vazlat
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A derékszogli koordinata-rendszerben adott az y=-0,25x*+3x,illetve az
y =0,01x% —1,44x egyenletii gérbéknek az az ive, amelyre 0<x<12. (Ez a két iv az
abran is lathat6.) Tudjuk, hogy a (0;0) és a (12;0) pont a két iv k6zds pontja. Mekkora a

két iv altal kozre zart sikidom terilete?

Rajzoljuk meg Ujra a két fliggvenyt!

A két terulet dsszegét kell kiszamitani. A kékkel jeldlt fliggvény teruletére negativ értéket
kapunk, ezt azonban pozitiv értekkel kell figyelembe venni.

15

10

~ 1

o1 2 34 5 6 7 8 89101112

— (%) =——g{ X ]

T, =1f(—0, 25x° +3x ) dx
0
12

j (0,01x° —1,44x ) dx

0

T=T,+T, / abszolUtértek

oF [ i 12 o I i
|m3—1, aax)el|] (-0, 2527 +3x) ax

51, 84 T2

T,=

A keresett terilet: T =T, +T, =123,84 [egyséq]

Megjegyzeés: az abszolutértéket a gombokkal vihetjik be.
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Ertelmezzik a ]0;12[ intervallumon az alabbi hozzarendeléssel megadott f és g

~0,25x* +3x 25 _
=— x)=————. lgazolja, hogy f(x)= ,
000c —Laax & 9¥)=3 15 eazolia hogy f(x)=g(x)

és mutassa meg, hogy a g fliggvény szigorian monoton névekvo!

fuggvényeket: f(x)

Tudjuk, hogy az f(x) fliggvény szamlalojaban és nevezdjében szerepld fiiggvények

kdz6s pontja 0 és 12.

Alakitsuk szorzattd az f (x) és g(x) fiiggvényeket! (x = 0;12)

-0,25x* +3x _ x(-0,25x+3) -25x+300  -25(x-12)  -25

(X):0,01x3—1,44x_x(0,01x2—1,44) X —144 (x—12)(x+12)_x+12:g(x)

Megjegyzés: A g(x) fiiggvény képe:

7" 25 Tabl® tartomé = Froo
—_— a artomany kg _74,
T =—o¥iz Kezdd:-10 yfm—r .é?zé‘
Zaro :13 ] D=
-10
r 4

-0-8-6-4-20 2 4 B & 1012
— i R

Lé4that6, hogy ]0; 12[ intervallumban a g(x) flggvény szigorlan monoton ndvekedd.

Megjegyezzik, hogy az alap fliggvény (E) szigorGan csokken, igy a —% vagy _2_5 és
X

a— fliggvények szigoraan monoton novekeddek.

X+12
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Adott az y =—x* + 2x +5 egyenletii parabola. Az y =2 egyenletii egyenes és a parabola

elsé siknegyedbeli metszéspontjat jeloljiik P-vel. Szamitsa ki a parabola P pontbeli

érintdjének a meredekségét!

¥ o Ul g D o B
XY o 3 JOO

9:Tablazat

VO ©

f(x)=—2+2x+5

o) A -

gl{x)= Tabl tartomany
Zaro 5
Lépés:]

Jol latszik, hogy az elsé siknegyedben a parabola és az egyenes a P(3; 2) pontban metszi

egymast. Hatarozzuk meg a derivalt értékét ebben a pontban!

L] A

d (2
g L X F2x45) |,

-3 -2 -1 0 1

= (%) =g

2 3 4 g

A parabola P pontbeli érint6jének a meredeksége —4.
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Hatdrozza meg az f :R >R, f(x)=x’+ax’+bx+c filiggvényben az a, b és ¢ valds

paraméterek értékét, ha a fliggvényrdl tudjuk a kovetkezoket:

1) f(1)="f(-1)+4
(2) f(3)=10 (f° azf derivaltfiiggvénye);

2

(3) j f (x)dx=-8.

0

frjuk &t a feltételeket a filggvény hozzéarendelési utasitasa alapjan!

(1) f(1)=f(-1)+4
l+a+b+c=-1+a-b+c+4=>-2=-2b=

b=1

(2) f(3)=10.
f'(x)=3x*+2ax+b=3x"+2ax+1=10=27+6a+1=

a=-3

Eddig f(x)=x"-3x*+x+c.

(3) j: f (x)dx =-8.

j(x3 —3 + x+c)dx
0

I
O ey N

(x3 —3x%+ x)dx + jcdx =2+ J%cdx.
0 0

=ac! i

JE (=32 +x) dx

-2
2 2
-2+ jcdx =-8= jcdx =—6.
0 0
Kezdéértéknek a C =0-t valasztottuk.
5 & - =30 0 =3
j ,Cdx=—6 J ,Cdx=—6 J [ Cdx=—6
C= -3
) L—R= 0
Megoldés: a=-3; b=1;, c=-3.
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Az f:R—>R, f(x):ax2 +bx+c mésodfoka flggvény grafikonjanak tengelypontja
T(4;2); ésa P(2;0) pont is illeszkedik a grafikonra. Szdmitsa ki az a, b, ¢ egyutthatok

ertékét!

A parabola tengelypontja nem mas, mint a parabola cstcsa. A szimmetria miatt a parabola
tengelypontjanak x koordinataja a zérushelyek szdmtani kdzepe:

( %)= —b++/b*—4ac —b Jb? —4ac _L
4 2 2a 2a 2a
b
|l 4=——=Db=-8a=0=b+8a
2a

Il. Masrészt, ha x=4 akkor y=2 igy 2=16a+4b+c
I1I. A parabola illeszkedik a P(2;0)pontra, igy 0=4a+2b+c

Osszefoglalva:

I. 0=8a+b
Il. 2=16a+4b+c
. 0=4a+2b+c

Hasznaljuk a beépitett haromismeretlenes egyenletmegold6 funkciot!

Iy ] =]
E 1:5zimult egyvenl ||Szimult egyenl {—%x + gs« + 82
. i =+ W+ 2
EE m X 2:Polinom Ismerggéﬁggk m ol =
d A H
AR enlethu 2~4 valaszt O
=] o O v =ac] Yi =] r
Be + ly + bz ||X= y= 7=
{ 16w + 4w+ 1z
I + 2y o+ 1z 1
4 2] 4 -6

Megoldas: a:—%, b=4 és c=-6.
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Az f:R—>R, f(x):ax2 +bx+c mésodfoka flggvény grafikonjanak tengelypontja
T(4;2); és a P(2;0) pont is illeszkedik a grafikonra. Irja fel a grafikon 3 abszcisszaju

pontjaba htizhat6 érint6 egyenletét!

3] A

d (1
A parabola egyenlete: f(x)= —% X? +4x —6. L2 ket |

A meredekség az x =3 pontban: 1. A parabola y koordinataja az x =3 pontban 1,5.
y=x+b=15=3+b=b=-15
Az érint6 egyenes egyenlete: Yy =X—-1,5.

Megjegyzés. Abrazoljuk a parabolat és az x =3 pontba hiizott érintot!

T (x)%2%~1,5 Tabl 1 : fe_|
f(x)=_§x2+4x_a ELX =X . a tartomany % ! _z,g _g:g
Zaré :5 13 v i
Lépés:1 1
r = |
E.
4 g
o —‘_a_-ﬁ' —
I:l _-l"'..-.
f—
_2 f
”
1 2 3 4 5
—f0 —a0 x
A
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Az f:R->R, f(x)= ax” +bx+c masodfoki fiiggvény grafikonjanak tengelypontja
T(4;2); ésa P(2;0) pont is illeszkedik a grafikonra. Sz&mitsa ki az f grafikonja és az x

tengely altal hatarolt tartoméany teriletet!

Valtoztassuk meg a tablazat tartomanyait!

., e . =30|
Tabl tartomany +| it &

2 .
Zaro :8 : ¥ ’
Lepés:l 1

1 |:| 6 B [ A
J . [—%x2+4x—6] dx
3 I et 16|
.-—"":--..—'.——— 3
0—7"
. N

-110
1 2 3 4 3 5 7 g

— fix) — g %

A parabola az x, =2 és X, =6 pontokban metszi az x tengelyt.

] L , . ] ) 16
Megoldas: a parabola grafikonja és az x tengely altal hatarolt tartomany terilete 3

[egység].
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Vizsgaljuk azt a sorozatot, amelynek n-edik tagja adott & € R esetén: a, =n+sin(na).

T ot e - o
Legyen o = 3 Irja fel a sorozat elsé harom tagjanak pontos értékét!

a, :n+sin(na):n+sin(n-%j

b W A ¢ © Y Vor & A ¢ W Y
1+Sin[1X%J 1+Sin[1X%J 2+Sin[2X%J 2+Sin[2x%J
2443 4443
2 1, 866025404 2 2, 866025404
oF A
. "
3+51n[3x§J
3
, 2+4/3 4+3
Megoldas:alzT; a, = > ;a4 =3.
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Milyen « €[0; 27| esetén lesznek az a,, a,, a; szdmok — ebben a sorrendben — egy

konstans sorozattol kiilonb6z6 szamtani sorozat szomszédos tagjai?

. . : +
Az a, a,, a, szamok szamtani sorozatot alkotnak, ha a, = % 5 %

1+sina +3+sin(3a)
2

2+sin(2a) =
sin(e)+sin(3a)—2sin(2a)=0

Azonossagok:

sin(2x) =2sinxcosx és

sinx+siny = 25in(%)cos(%}
A keét azonossagot felhasznalva
sin(a)+sin(3a)=2sin(2a)cosa ezért
sin(a)+sin(3a)-sin(2a)=0=
2sin(2a)cosa —2sin(2a)=0

Tehat:

A)sin(2a)=0

sin(2ea)(cosa —1) =

B) cosa—1=0
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A) sin(2a)=0. Legyen 2« =X, igy az egyenlet sin(x)=0.

20=0=>a=0 és

20:=7z:>0::Z
2

a=2r=>a=rx

2a:37r:>a:37”

q

—
bo|—g
e —"

B) 2cosa—1=0:>cosa=% cos™

Egy megoldasra szamitunk (a cos az elsd és a masodik negyedik pozitiv).

3z

. T 1
Megoldas: az « lehetseges ertékei: O; %; T, 7; 572'.
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Két eurdpai nagyvaros kozott egy repiiloket lizemeltetd tarsasag jaratokat kozlekedtet.
Ezek a jaratok legalabb 10 utas esetén indulnak, és a gépek legfeljebb 36 utas szallitasara
alkalmasak. A tarsasdg javitani szeretné a jaratok kihasznaltsdgat. Tobbek kozott
mérlegelik a kovetkezd szabaly szerinti lizemeltetést: 20 vagy anndl kevesebb utas esetén
fejenként 16 000 Ft-ért inditanak gépet. 20 f6 feletti 1étszam esetén az Gsszes utas szamara
annyiszor 400 Ft-tal cs6kken a 16 000 forintos viteldij, amennyivel a létszam meghaladja
a hiszat. Adja meg annak a B fiiggvénynek az x — B(x)hozzarendelési utasitasat,

amelynél x az utasok szamat, B(x) pedig a tarsasag bevételét jel6li x utassal inditott jarat

esetén! Mi a B fiiggveny értelmezési tartomanya?

Egyedil csak azt az esetet részletezzik, amikor 20 vagy afeletti utas akar indulni.

20<x <36, Kedvezmény/f
A /v

[ 1

B(x)=16000- X —[ (x —20)-400 |- X = 24000x — 400x?

0<x<10, B(x)=0

10<x<20, B(x)=16000-x
20 < x <36, B(x)=24000x — 400
xe N

Megoldas: B(x)=
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Hény utas esetén lesz a repiildtarsasag bevétele egy jaraton a legnagyobb, és mekkora ez
a maximalis bevétel?

l. Ha0<x<10, B(x)=0. gy atarsasag bevétele O Ft.

Il. Hal0<x<20, B(x)=16000-x. Ez esetben akkor a legnagyobb az 8sszeg, ha x =19

(304000 Ft.)
I1l. Ha 20<x<36, B(x)= 24000x — 400x>.

Akkor egy lefelé nez6 parabolarol van sz6, amelynek maximuma a két zérushely szamtani
kdzepehez tartozo fliggvényerték.

Lathatd, hogy a két zérushely 0 és 60. _ ]
Szamtani kozepuk 30. 24000%30-400%30°

B (30) = 24000 -30 — 400 - 30> = 360000 Ft. 360000

Megoldas: 30 utas esetén legnagyobb a bevétel. A maximalis bevétel 360000 Ft.

Megjegyzeés:

Az 20<x<36, B(X) =24000x — 400> esethez tartozd parabolat nem konnyd

megrajzolni.

Tekintsiik a kovetkezd fliggvényt:

O\
ANN 1
C(x)= B0 _pgx—0,ax N S
1000 350 e S
300 / \
A C(x) maximum helyét keressuk. - / \
200 l
150

F &
f(x)=24x-0, 4:!22 1 14 15 22 26 30 34 35 42 46 50

— ¥ ¥
-

Lathato, hogy a fliggvény a maximumot az X =30 pontban veszi fel (az értéke 360).
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Egy jatékiizemben fa elemekbdl allo épitdkészletet gyartanak. Ha x darab készletet
15

gyartanak naponta, akkor a teljes gyartasi koltség k(x):%+12x+300 euro. Egy

készletet 18 eurdért tudnak értékesiteni. Naponta hany készletet gyartson az tizem, hogy

a haszon a lehet6 legnagyobb legyen? Mennyi ez a maximalis haszon?

A gyartasi koltség 'negativ haszon’.

x darab eladasa esetén a bevétel 18- x [Eur6]. Jeldljik T (x)-szel a teljes hasznot.

X1,5 X1,5
T(x)=18x —(? +12x% +300j Sy +6x —300.

\ J
Y

Negativ haszon

A T(x) fliggvény maximumat keressik.
Hatérozzuk meg azokat a pontokat, ahol a T (x) derivaltja 0.

A derivalthoz tartozé egyenletben a x kozelit6 értékét 200-nak valasztjuk (feltételezziik,
hogy naponta legalabb 200 darab készletet gyartanak).

U 155 Jor © vor | U 155
d[_=x i =0 |4 | _x _ d [ _x _
H[_ = +6x—300]|xl: 15—+6x—300]|x=x =0 dx[ =—+6% 300]|xr3 dx[ =—+6% 300] b
1400
0
Nézziik meg az eldjeleket.
Az x=200 és x =600 értékekhez tartozo eldjeleket vizsgaljuk: L z
i[—"" +6x—300]| &
dx 5 %=
X = 200 1, 757359313
/ ¥ @ A
es 1.5
%[—% +6x—300]|xr3
x =600 -1, 3418469228

A fiiggvény el6jelébdl 1atjuk, hogy az x =400 pontban maximum van.

Megoldas: napi 400 darab készlet gyartasa esetén lesz a haszon a lehet6 legnagyobb.
A maximalis haszon: 500 [Eur0].

e s
-%ﬁxzxoo—mo
500
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FUGGELEK

A SZAMOLOGEPROL

No.

1  Szinek a szamologépen

2 Gombok

3 | Valtozok

4 | Alapallapot, AC, INS, DEL

5 |Memoria (M+, M, STO, RECALL)

6  Hatvanyok, primfaktorizécio, kiilonb6z6 alapu szdmok konvertalasa
BEVEZETESEK
No.

7 | Komplex szamok

8  Matrixok

9  Vektorok

10 A Casio fx-991CE X funkcidinak listaja
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1. SZINEK A SZAMOLOGEPEN

A szamoldgépen 1év6 négyfele szinnel foglalkozunk: sarga, piros,
lila és kék.

e A sargaval jelzett funkciok aktivalasahoz

a gombot hasznaljuk.
) 10 5 " =) i
Példa: Z;(x):. 2 0
X=.
55

10
Megoldas: > (x)=55

x=1

K- @®@®@-@10O0-&@IE

e A pirossal jelzett funkcidk, szimbolumok aktivalasdhoz az

gombot hasznaljuk.

Példa;: ex?

Megoldas: e~ 2,72

() (x107 (Z)

2, 718281828

e Lila: ezen funkci6 hasznalata el6tt a szamologépet Komplex modba kell allitani.

2
5 a &

BR324 [l
1 g Wi g A g BER

2:Komplex
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Példa: egyszerisitsiik a kovetkezd kifejezést: 2+3i+i° +2- (i +1).

=3C] i

Megoldas: 2+3i +i°+2-(i+1)=4+4i 243I+i42Ci+1)

4+41i

23 B)-9 (B @3 3] - FH 2 ([J-&¢ B 0)-0J &

e K¢ék: ezzel a funkcioval a szdmrendszer alapjat lehet megvaltoztatni.

Példa: Adjuk meg az x értékét, ha 140,, = x,! (Az alsé index az alap.)

X+ [ee],|[Pec] {E(i)n]
1 4 ik g S BB 0000 0000 0000 0000
3:5zamr alapszama 0000 000010001100

Megoldas: 140,, =10001100,

A gombkombinacié a masodik képtol: (1] (4) (0)-(Z]
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2. Gombok

P Bekapcsolas SHIFT CASIS
fx-891EX OpCié az i
x Véltozo aktualis
m— modhoz
71 182

76 176

, 71 182
ST 17561 17 73&#‘3?} & al_apu Tort 7S] 179,61 17 73&@
Mean (D1 :D40) |ogar|tmus Mean (D1 :D40)
Tangens Minusz jel
Szam

MENU SETUP O

YO AN N

MENU SETUP O

) e e » e
& B . fom [ x Ozzaaa asa tarolasa a e B D e B x
e e T A . memoriaba Rigphioe
B MR W e memoridhoz
(=) “for» fx" -fsin cos | tan AIegUtOISé

STO | ENG S&D | M+

bejegyzés | Szampad

( )
B [ 9 | DeL [ Ac torlése

‘ ‘ Osztas
X
n B B - B Kilonbség
n B B = Egyenldség
(0 J - Jxofans] =
Kdb n. gyok —— -
Harmadik gyok Kullonbozo alapt
szamrendszerek
Prim faktorizacio
Hatvanyozas
Sz0g
Szinusz inverze
Argumentum.
Lasd: komplex
szamok Faktorialis

A tiz kitevdje, harom

pozitiv tobbszordse Abszolutértek Vessz0 az elvalasztashoz
szamokhoz,
fliggvényekhez
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3. Valtozok

Ha egy algebrai kifejezés vagy fiiggvényérték kiszamolasanal ugyanazt a szamot tobbszor
hasznaljuk, akkor a szdmot érdemes tarolni egy valtozéhoz kotve. 9 valtozot lehet tarolni:
A,B,C,D,E,F, M, x, és y.

Példa: Rendeljiik az A valtozéhoz a 7 -t, majd szamoljuk ki a kovetkezo kifejezés értékét:

cos A +sin A+sin(2A).
RECALL
4 75

Vo | &
A

A 7 tarolasa:

-

frjuk be a kifejezést, majd szamoljuk ki az értékét:

[eos) (i) (©) -0 (3] (sin) - (i) (@) O] (3 (sin) (2} - (2] (@) O] - (Z

CoSs (i)s in(A)+§ilt=-

-1

Megoldas: cos A+sin A+sin(2A)=-1

A tarolt valtozét a (sT9 gombok megnyomasaval hivhatjuk — = |x=s:14159265

= mom
| T [ TR ]
[ o s o }

elo.

=2 2 M I
nnnnun
[ o R R P }

Az A viéltozd értékét egy 1y érték hozzarendelésével lehet megvaltoztathatni (ha az A

valtozohoz a 0-t rendeljiik, akkor alapértékbe keriil a valtozo).
Megjegyzés: a szamologép minden egyes értéket tarol még akkor is, ha moddot

valtoztatunk, vagy ha a szamologépet kikapcsoljuk. Ugyanakkor, ha a szamologépet

alaphelyzetbe allitjuk (1asd a kdvetkez6 oldal), akkor minden érték torlodik a memoriabol.

FUGGELEK 140 IGNACZ GYORGY



4. Alapallapot, AC, DEL,

Alapallapot

Lehetdségiink van alaphelyzetbe allitani a beallitdsokat, a memoriat vagy mindkettot.

P¢ldaul a memoria alaphelyzetbe allitasa igy végezhetd el:

@ -

Visszaallitas? Visszaallitas OK? Visszaallitas!
1:Beall adatok Memdria Memoria
2:Meméria [=1 tlgen

3:Hs587 visszaall [AC] Mégsem Nvomja [AC] gomb

Megjegyzés: ha a memoriat valasztjuk, akkor a valtozok értéke is torlésre kertl.

A legutolso szamitas eredmeényét torli a képernydrol. Ezen feliil ezt a gombot Tablazat
modban a beirt adatok tarolasara is hasznaljuk. Ez a funkcidé nagyon hasznos, ha
elgépeltiik a kifejezést €s szeretnénk javitani anélkiil, hogy még egyszer beirnank a teljes
kifejezést.

Tekintsiik a kovetkezd kifejezést: v/3° +5° —2-3-5-c0s56°

Javitsuk a cos56°-t cos76°-ra

A kifejezés beirasa utan az gombot nyomjuk meg. (Nem pedig az gombot!)

=ao| =alo| Iy

=] & =0 &
42—2%3%X5XCc05 (56) |[432+52—2%3x5Xcos (i |[452—2%3%x5%cos (7A) ||{32+52—2X3X5Xcos (&

4, 150206368 5, 171299946
A koréabban beirt szamitasokhoz, hasznaljuk a (& gombot: g ‘
/>
) )
\a) | \¥ )

=]
132 +52—2%3%5%cos (&[4 32 +5°—2%3%5%cos (&

5, 171299946 4, 150206368

Megjegyzés: az megnyomasaval végleg toroljik a korabbi bejegyzéseket.
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DEL,

A delete (DEL) ¢és insert (INS) gombok segitségével a beirt adatokat vagy miiveleteket
szerkeszthetjuk.

=] &

3+37 op | 3+M7T

» Tekintsiik a kovetkezo kifejezést: 42 + 5 5

Valtoztassuk meg a 2-t 11-re. Ehhez mozgassuk a kurzort a 2 végéhez, és nyomjuk meg a
gombot. Végll, irjuk be a kivant szamot:

& =] A =l A

wallo]
3 3 3 3
o 3+547 . {3+54? 11 317 1143407

3, 462839136

A DEL hasznalhatd miiveletek torlésére is. —:

| DEL

» Tegyiik fel, hogy a 2 elott 1évo négyzetgyokot szeretnénk tordlni anélkiil, hogy az

3
egész kifejezést yjra irjuk. A kivant szam: 2+, / 3 +5\/7 :

Mozgassuk a kurzort a 2 elé, majd nyomjuk meg a gombot:

=ao|

(=]
3 { 3

+37

Végezetil, valtoztassuk meg a Kifejezésben a gyok jelét kobgyokjellé!

Hasznaljuk az gombot! Mozgassuk a kurzort a gyok elé, majd toroljik a gyok jelet
a gombbal! A kobgyok beirasa eldtt aktivaljuk az INS gombot: DEL

=l  H

S+i7 3+ 47
5 5

=]

N —
3+YT

5

mFm
NIg
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5. Memoria (M+, M, STO, )

A. Valtozohoz tartozé6 memoria

B. Fliggetlen memoria

Pé¢lda: Magyarazzuk meg mit jelent a valtozohoz tartozé memoria és hasonlitsuk ezt 6ssze

a fiiggetlen memoriaval!

Téroljuk a kovetkezd szam értékét: cos35°.

A. Valtozohoz tartozd6 memoria;

A szam tarolasahoz a STO és

BGE-0E _ az A valtozot hasznaljuk.
A szam el6hivasdhoz nyomjuk meg a gombokat.
STO A térolt szam
JTF i el T i Vo O i
cos (357 cos{35) ANS—A g:g,elewzm E:g
b s
=| ¥=|
0, 8191520443 0,8191520443 0, 8191520443 p=0
Helyezziik a szamoldgépet alaphelyzetbe.
Taroljuk a kovetkezd szam értékét: cos35°.
B. Fiiggetlen memoria
A térolashoz az M+
BE-0E i _[9 gombot hasznaltuk.
. . f=0 B=0
A tarolt szam: -0 s!
) |M=0, 31915204 x=0
»=
Fontos megjegyezni, hogy a tarolés utan az vagy az p0 B0
gombot kell megnyomni, ellenkezé esetben a tarolt érték T i
=0

megvaltozik! Példaul, ha a tarolas utan kétszer egyenléséget
((Z]), nyomunk akkor a tarolt érték az eredmény kétszerese.
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A tarolt szam automatikusan felveszi az M valtozét, ami az M+ memdria gombra utal.
Valbjaban ezen a ponton nincs kulénbség a két hozzarendelés kdzott. Példaul, ha 1-et
adunk az M és A véaltozokhoz, az eredmény ugyanaz:

W vor O &

1+M

1,819152044

W vor @ i

1+A

1,819152044

Ugyanakkor az A valtozo6 fix, ¢s addig nem valtozik, mig egy 0j szdmot nem rendeliink
hozza. Ezzel szemben, az M valtozo értékét valtoztatni tudjuk, anélkiil, hogy kiilon értéket

rendelnénk hozza.

Miiveletek a memoriaval
a. M+

Szamoljuk ki a kovetkezO szorzat értékét, majd adjuk az eredményt a memoridhoz:
J2 -sin35°.

A korabban tarolt érték: cos35°~0,8191. Ezt kell, a szorzathoz adni. A kapott szdm lesz
az Uj értéke az M valtozonak.

Téarolt szam + Ans

@@—@@@—@—

H =3o] A A

{2 sin(35)

0,8111595753

H o O
AnsM+

0, 8111595753

Hivjuk el6 az M értékét:

Az M értéke valtozott.

2 20y I

[ el e e e )

» 81915204

»63031162

= T m
I

oooo

Megoldas: Az Gj M értéke: 1,63031162 (~0,81115957+0,81915204)
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b. M-
Adjuk meg a kovetkezé szam értékét, majd vonjuk ki az eredményt a memoriabél: /4.

A korabban tarolt memoria értéket hasznalva: cos35°~0,8191. Ezt kell, a szorzathoz
adni. A kapott szam lesz az U] értéke az M valtozénak.

(4)-(3 /v Tarolt szam—Ans

M TF O & ] I

A M 3
i1 AnsM

1, 587401052 1, 587401052

Hivjuk el6 az M értekét:

a2 MM I=
oo

= T m
[T | I TR ]
oooo

=

-0. 768249

Az M értéke valtozott.

Megoldés: az Gj M érteke: —0,768249 (~0,81115957-1,58740105)
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6. Hatvany, primfaktorizacio, szamrendszer alapjai

Hatvany

VIr [ i

Példa: 17° =2 17°

D @) - (23 (=) 1913

Megoldas: 17° = 4913

o) &

Példa: 2% =" ol3

A=) -B3 8192

Megoldas: 2° =8192

2 EZdo) &

Példa: 643 =2 64

EEx)-E2®-BE

oara

16

wlnN

Megoldas: 643 =16
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Primfaktorizacio

Példa: Végezziink el primfaktorizaciot a kovetkez6 szamokon:
o3 9
A. 67914
o7 T 'Y T Y
67914 67914 67914
B
67914 2%32x7x11

Megoldas: 67914=2-3.7%.11

B. 2648461294

A folytatas eldtt aktivaljuk az Ezres tagolas-t. e @-&@ (4] (1)

4 CEAC! & Vo
l1:Egvenlet /Filiggv ||Szamelvalaszto? 2648461294 2648461294
2:Tablazat 1:Be
3:Ezres tagolas| ||2:Ki
I Tobbsoros beti 2648 461 294 2% (1 324 230647

A szamologép nem képes felbontani a zardjelben 1évo szamot. Ez a szam lehet prim - vagy
Osszetett szam.

Megoldas: 2648461294 =2-1 324 230 647

Szamrendszer alapjai (konverzio)

Példa: 31221, = X,. Adjuk meg az X értékeét!

/ Nyomjuk meg: X"

¥
X+ - [22] I[Dec] [Hex] élilgg%
)7 d I d&d 00031221
zamr alaps

Zama

3:5

[Oct ] ‘
31221
00000611041

Megoldas: 31221, =611041,
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7. Komplex szamok (bevezetes)

Alapbeadllitas: A szamologép Szamologép modban van.

Pé¢lda: irjuk be a szamologépbe: NET

=i Matematikai HIBA

[AC] Mégsem
[«41[»]1:Ugras

Megoldas: a szamologep hibat jelez.

Példa: taldljuk meg a megoldast: X* + X +1=0

/ Ez az ikon automatikusan megjelenik

- aﬂmﬁ?m Y axz-f-%:?Hc:Dt ¥ axa-l‘-%n?ﬁc:lDt .
B g Ui g A g BB e Iy X1= X2=
B JEP X Joo -1+{3 £ -1-43
A:Egyenlet /Fliggv 1 2 2

Megoldas: Xl:—1+T\/§| és xlz_l_T\/gl.

Megjegyzés: A szamologépet nem szilkséges atallitani Komplex modba, ha a komplex

megoldasait szeretnénk barmilyen masodfoku egyenletnek.

Miveletek komplex szamokkal

Valtoztassuk &t a modot Komplex-re.

. o
2z JIEZP 38 2| ~
1 o Ui d A B
2:Komplex

Ebben a mddban kiszdmolhatjuk komplex szdmok 6sszegét, kulénbségét, szorzatat vagy
hanyadosat. Az eredmény a -+ bi formaban jelenik meg.
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Példa:

A) (1+i) =2

A valos és képzetes részhez nyomjuk meg az gombot,

Specialis parancsok

OPTN

(=0 A A
(1+i)°
-2+2§
F=g0] T &
(1+i)?
-2
+2i
_\.-'E/IEI i &
1+
1-2i -
'E+EE

Példa: Irjuk fel a kovetkez6 komplex szamot trigonometrikus alakban: 1+i. Adjuk meg

ennek a szamnak az argumentumat, konjugaltjat, valds €s képzetes részet €s az r értéket.

A komplex szdmhoz valtozot is rendelhetiink, mert igy a miveletek (pl. konjugalas)
kénnyebben megkaphatok (nem kell minden alkalommal beirni a szamot a miivelet utan).

1+i i ) * Ans-bﬁ ? * 1:Argumentum |Arg(ﬁ) ’ ‘
2:Konjugalt
3:Valds resz l:-'r
1+ 1+i||d:Képzetes rész 4
conjz(dy © ° |ReP(ar * |fiwp &Y T it 7"
1
1-i 1 1 "@‘En
, . T . - T , . , , .
Megoldas: 1+|:\/§[cosz+|smzj, a tovabbi megoldasok leolvashatok a fenti
abrakon.
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8. Matrixok (bevezetés)

1 2) . 5 6 , . . 2 A-l
Legyen A= 3 4 és B= - g . Szamoljuk ki: 3A+ 2B, AB, B, A™.

T - ]
x+ 28 TTa (Matrix megadas Mati Mata
+= d d i gkl 2:MatB Sorok szama? Oszlopok
WY g kg g BB g[3MatC  4:MatD szama?
4:Matrix 1~4 valaszt 1~4 valaszt
Mati= o MatA= ;. ;. .
[o— ] [} ] A matrix mentéséhez nyomjunk meg az
] A gombot, majd [0PTN) -t a masik matrix
1:Matrix megadas |Matrix megadas MatB ) MatB )
2:Matrix szerk 1:Mata Sorok szama? Oszlopok
3:Mata 4:MatB 3:MatC 4:MatD sZama?
5:MatC 6:MatD 1~4 valaszt 1~4 valaszt
Matpe  © MstB=  © , . | .
— 0 R — A végen nyomjunk
[Ac]-t
O A . Matrix
Szamoljuk ki: 3A+2B:
" 3 1:Matri dz
. :Matrix megadas
Nyomjunk [PT-t a | [2:Matrix szerk [
Matrix 5:MatC 6:MatD
‘ o) 0] o)
3Matal 3MatA+2 1:Matrix megadas | 3MatA+2MatB
2:Matrix szerk
3:Mata 4 :MatB
5:MatC 6:MatD
O} 0] o]
MatAn== Mat.An== MatAn== MatAns=
iz |1 22 Ta [ -] 1
23 28 [ a4z 50 [ a1 106 [ 1.5 -D,S]
13 19 67 -2
) 13 18 19 22 ) 67 78 L4 [2 1
Megoldas: 3A+ 2B = , AB = , B = AT =
23 28 43 50 91 106 15 -0,5
- , - s, = sq- o]
Megjegyzés: az inverz matrixhoz hasznaljuk a gombot. MatA-t

FUGGELEK 150 IGNACZ GYORGY



9. Vektorok (bevezetes)

Péelda: Szamolassal mutassuk meg, hogy a kdvetkezé vektorok merdlegesek egymasra:

a=(3;2) and b= (g;—Zj. Szamoljuk ki az a és b vektorok skalris szorzatat.

v k] C]

X+ 28 oo Vektor megadas Yota Moth=

g [ g R o (55 1:VctA  2:VctB |[Dimenzio? [—]
AR g A g BB g[3:VetC 4:VetD

5:Vektor 2~3 valaszt O

Az B vektorhoz nyomjunk [OPTN)-t

J

\

Valasszuk a (2]-t

hasznaljuk

Nyomjunk [0PTN -t a vektorok beillesztéséhez.

A vektorok elvélasztasdhoz a sarga vesszot

Skalaris szorzat:

reth= l:Vektor megadas | Vektor megadas VctB °
-g] 2:Vektor szerk 1:Vcta 2:VctB Dimenzid?
3:VctA 4:VctB 3:VctC 4:VetDh
25 :1¥etC 6:VetD 2~3 valaszt
c|
v-;t[B= ] th[E=1=. 3333] 1:Vctins
— —_— . |2 arszorzat
majd (3] ;‘&B:Sﬁg [
O -2 :bevsegvektor

Angle(VctA, VetB)
90

'2;Skalarszorzat|

315708
4:Egységvektor

vctﬂ-%ctBl

VetA-VetB

Megoldas: Megmutattuk, hogy a két vektor altal bezart szdg 90°. A skalaris szorzat 0.
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10. A Casio fx-991CE X funkcidinak listaja

FO FUNKCIOK

. Valtozok listaja

« Primfaktorizacio

« Véletlen egész szamok generaléasa

. Koordinata transzformacio

o Hatvany miiveletek

« Trigonometria

o Tort miiveletek

. Kombinacio és permutacio

. 9valtozo

. Statisztika (Lista alapu STAT adat
szerkesztés, szOrds, regresszio
analizis, Statisztikai lista)

« Tablazat funkcid

o Miivelet visszavonas (UNDO)

. Ezrestagolas

« Tobbsoros kijelzd

KIEGESZITO FUNKCIOK

. Tablazatkezelés

« Integralas

. Differencialas

« CALC funkci6

« SOLVE funkcié

o Miveletek komplex szdmokkal

« nalapu szamrendszerek

. Egyenletmegoldéas

o Matrixszamitas

« Vektorszamitas

« Tudomanyos allandok

« Metrikus konverzid

« Felsobb statisztikai eloszlas
szamitasok

« Egyenldtlenségek

« Arany szamitas

. QRKd&d

o Mérnoki szimbbélumok
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