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Ez a kényv a forditasa és adaptalasa azoknak a tananyagoknak, amelyeket kdzésen
hozott létre a Spanyol Matematikatar Tarsasagok Szovetsége (FESPM) és a CASIO
Spanyolorszag. Az oraterveket szamos helyen kiprobaltak a mindennapi gyakorlatban
is. Az FESMP megosztotta a felhasznalasi jogokat a CASIO Europe GmbH-val, hogy
elkészulhessen a magyar nyelvu valtozat, és a magyar tanulokhoz is eljuthassanak ezek
a kiprobalt és bevalt oratervek és jo gyakorlatok.

Nagy lelkesedéssel készitettuk a CASIO szamologépek hasznalatat bemutatd
modszertani kdnyv magyar valtozatat. Az eredeti spanyol valtozat leckéinek tobb

mint fele megtalalhato a magyar nyelvu kiadasban is, de az adatokat sok helyen
modernizaltuk, illetve magyarorszagi adatokkal helyettesitettik. A bemutatott feladatok,
orak szamos helyen felhasznalhatok, szinte minden elemuk illeszkedik a magyar
kerettantervek valamelyik fejezetéhez. Megtalalhatok benne az algebra, a geometria, az
analizis €s a statiszika témakorehez illeszkedd leckék is. A konyvet elsésorban azoknak a
matematikatanaroknak ajanljuk a figyelmébe, akik a szamologépet nem csak szamolasi,
de didaktikai eszkdzként is hasznaljak a matematikatanitas soran.

Habar évek ota vita folyik a szamologép hasznalatarol a kulonbozd oktatasi szinteken, a
valosag az, hogy egyre szélesebb kdrben terjedtek el. Kuldndsen igaz ez a tudomanyos
szamologépekre, de — bar kisebb mértékben — a grafikus és a CAS (Computer

Algebra System, azaz algebrai kifejezéseket értelmezd és azokat megjeleniteni képes)
szamologepekre is.

Az ELTE TTK Matematikatanitasi és Mddszertani Kozpontjaban tobb évtizedes multra
nyulik vissza a szamologépekkel tamogatott oktatas. Annak is tébb éve mar, hogy a
matematikatanar szakos hallgatok képzésében, mas informatikai eszkdzokkel egyutt,
helyet kapott a modszertani oktatasban a zsebszamologépek hasznalatanak tanitasa.
Ehhez a tevékenységhez segitséget nyujt a CASIO Europe és a CASIO magyarorszagi
forgalmazoja is.

A matematikatanarok vandorgyulésén és a tébb mint 25 éves multra visszatekinté Varga
Tamas Modszertani Napokon mindig sok érdeklédd tanart vonz a zsebszamologépek
standja, és az eszkdzok hasznalataval kapcsolatos eldadasok.

A kiadvanyban talalhaté anyagok bemutatjak, hogy a szamologépek ezermyi lehetdséget
kinalnak a tananyag szinte minden részéhez, és hatékonyan tudjak tamogatni az orak
soran a matematikai fogalmak megismerését, megértését, hasznalatat és a fogalmak
elméelyitéset.

Reméljuk, hogy sokan fogjak hasznalni a javasolt tananyagokat az oraikon, €s ez a konyv
segitséget jelent az osztalyteremben végzett munkajukhoz.

Dr. Wintsche Gergely

ELTE TTK

Matematikatanitasi és Modszertani Kozpont
Oktatasi Kapcsolattarto CASIO



Kedves Felhasznalok!

Olyan tevekenységeket gyujtéttink csokorba, amelyeknek elsdédleges célja az, hogy

ne csupan szamolo eszkozként, de didaktikai tamogatast nyujto eszkozkent is tudjak
hasznalni a szamoldgépeket. A leckéket elsésorban a 9-12. évfolyam didkjainak ajanljuk,
de van egy-két olyan lecke, amelyik akar 7—8. osztalyban is sikerrel hasznalhato. Az
ajanlott évfolyamokat minden lecke esetén jeloljuk.

A spanyol matematikatanarok egyestilete é€s a CASIO oktatasi részlege altal sokszor
kiprobalt és bevalt foglalkozasai, leckéi kozul valogattunk néhanyat, amelyek szinte
minden tekintetben beleillenek a magyarorszagi matematikatanitasi rendszerbe.

Habar szamos kutatas tamasztja ala, hogy a szamologépek hasznalata tAmogat
egyes gondolkodasi folyamatokat €s a matematikai fogalmak, koncepciok
kialakulasat, sok tanar még mindig csak egyszeru szamolast kivaltd eszkozként
tekint rajuk. Igen, a szamolast megkdnnyitése és gyorsabba tétele a szamologépek
masik elénye. A gondolkodasi folyamatokat nem kell esetenként hosszadalmas
szamolassal megszakitani, azok automatikusan elvégezhetdk egy olyan eszkozzel,
amelynek hasznalata az érettségin is engedélyezett és javasolt. A feladatok spanyol
matematikatanarok munkain alapulnak, akik tobb éve eredményesen hasznaljak a
szamologepeket mindennapi oktatasi tevékenyseguk soran.

Barmilyen maodszertani valtozas, egy uj tankdnyyv, egy uj eszkdz hasznalata
tobbletenergiat, id6t és erdfeszitést kdvetel meg a tanartol. Ezt a folyamatot tamogatjuk
azzal, hogy kepernydkre lebontott tamogatast nyujtunk az orat tartd tanarmak.
Ugyanakkor mindenkit biztatunk arra, hogy a kiadvanyban lévo feladatokat, otleteket,
kérdéseket, draszervezeési javaslatokat, azaz a tanorakat ne eléirasszertien, hanem
szabadon valtoztatva, a sajat osztalya és a sajat igényei szerint alakitva hasznalja.
Fedezze fel és fejlessze tovabb a szamologépekben 1évé lehetdségeket. Autondm
tanarként mindenki alakitsa ki a diakjainak €s a neki legmegfeleldbb orakat, hiszen ezzel
tudja biztositani az elsédleges célt, a diakok minél hatékonyabb fejlédését.

Ez a kiadvany nem jott volna létre a CASIO Europe Oktatasi Részlegenek tamogatasa
nélkul

Szamos remek és matematikai szempontbdl jol kidolgozott mddszertani javaslat vérzett
el az osztalytermek kiiszobén. Arra biztatjuk a matematiktanarok koézossegét, hogy
megfeleld technikai eldkészitéssel, de batran vagjanak bele egy-egy szamologéppel
tdmogatott ora megtartasaba. Sokszor a gyerekek haldljak meg a kisérletezésunket,

Ok nyujtanak segitséget, amikor olyan kérdéseket tesznek fel €s olyan valaszokat
fogalmaznak meg, amelyekre mi nem is gondoltunk.

Dr. Vasarhelyi Eva
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Hogyan hasznaljuk ezt a konyvet?

A konyvet ugy terveztik és ugy alakitottuk ki, hogy tdmogassa a tanuldkat a matematikai ismeretek felfedezése
soran. A feladatok minden esetben egy valdsagos vagy fiktiv torténeten, egy széveges ismertetésen alapulnak.

Minden feladat elsé oldala a didkoknak szdl. Itt talalhato a feladat leirasa és egy sor kérdés. A feladat tobbi oldala
a tanarok munkajat segiti. Mdodszertani javaslatokat fogalmaz meg, technikai segitséget nyujt, és sok esetben

a feladatok megoldasat is tartalmazza, valamint sokszor extra ismereteket nyujt a feladat tovabbgondolasara
matematikai vagy egyéb értelemben.

Egy lecke elsé, diakoknak szol6 oldala:

Nagyobb témakor

Ebben a kényvben a
matematika harom
nagyobb teruletét
érintjuk: szamok,
algebra és statisztika.

A témakor és a lecke
rovid cime.

Statisztika, a kapott adatok értelmezése

Veszunk egy crossovert

06

STATISZTIKA

A A A crossover elnevezés azokat a kézepes méretii autokat jelenti, amelyek terepjarénak néznek ki, de
A pTObIema felvetese ugyanakkor a személyautok minden kényelmi funkcicjaval rendelkeznek.

Széveges, mindennapi Ugy déntéttiink, hogy vesziink egy ilyen autét, és a valasztas megkénnyitéséhez ésszeallitottunk
A s A egy tablazatot. Felhivtunk néhany kereskedést, rakerestuink arlistakra a neten, sét egyes kereskedéket
eletbdl vett pelda, személyesen is felkerestiink. A terepmunka elvégzése utan elkészitettlik a kdvetkezd tablazatot, amely az
valamilyen matematikai egyes tipusok arait mutatja euréban megadva az egyes autdkereskedSknél.
tartalommal. . . . . . .
1. auto 2. auté 3. auto 4. auté 5. auto 6. auto
Riat Mont Sia Sport Monda Confo Pisan Tecno Benat Oleos Bord Ghia
23462 € 18852 € 21450 € 28350 € 23350 € 20900 €
24841 € 20223 € 23000 € 27900 € 31750 € 21059 €
25847 € 20832 € 23829 € 27250 € 30100 € 21500 €
29325 € 21239 € 24400 € 28350 € 23850 € 21500 €
29325 € 23100 € 26100 € 27700 € 27750 € 21800 €
26400 € 23100 € 26 600 € 26500 € 22000 €
26400 € 23527 € 26900 € 19250 € 22300 €
25900 € 23700 € 27 500 € 26500 € 22500 €
26500 € 23750 € 27 600 € 27700 € 22573 €
28530 € 23750 € 27900 € 24 450 € 22800 €
23950 € 27900 € 23000 €
24000 €
24262 €

Kérdések

A problémahoz kapcsolédo
kérdések sora, illetve a
valaszokhoz vezetd lépések
kérdésekbe foglalva. Az
utolsoé kérdések néha 6nalld

Szamold ki az egyes tipusok atlagarat!

E Szamitsd ki az egyes tipusok arainak szorasat és terjedelmét!

kutatomunkat igényelnek.

Készits a kapott adatokbdl tipusonként dobozdiagramot, és irj egy révid dsszefoglalast a kapott
eredményekrol!

n Szamold ki az sszes ajanlat atlagat!




Hogyan hasznaljuk ezt a konyvet?
|

Egy lecke masodik, tanaroknak sz6l6 oldala:

Szamologép

A feladatmegoldashoz
ajanlott szamologép
altalaban a magyarul s
tudo Casio fx-991CEX
Classwiz vagy annak mas
nemzetkdzi valtozata,
de szamos feladat
megoldhato a régebbi
fx-82/85/350 SP X I
szamologépekkel is.

értel

egy crossd

SZAMOLOGEP
CASIO fx-991CEX/CLASSW.
CASIO EDU+ applikacio

AJANLOTT EVFOLYAM
10-12

STATISZTIKA

tipus adatait szamoljak.

A FELADATOK MEGOLDASAI

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
« A feladatot érdemes 6 csoportban megoldani, ahol az egyes csoportok egy-egy

« A tanulok maguk is gyUjthetnek arakat, hogy sajat, valos adatokkal dolgozhassanak.
Ezt az adatgyUjtést érdemes eldzetesen elvégezni.

« Sokrétui tapasztalatot szerezhetnek, ha az adatokat sokféle forrasbdl gyujtik dssze
(internet, telefon, kereskedd, beszélgetés felndttekkel).

A XONYV BOVEBB,
SPANYOL NYELVU VALTOZATANAK
LETOLTESI HELYE:

https://edu.casio.com

vagy kozvetlentil spanyol
linkeken:

Ajanlott évfolyam www.edu-casio.es
www.fespm.es
Javasolt évfolyamok,
amelyeken az adott
ora feldolgozhato. Ez
altalaban csak javaslat,
hiszen az egyes osztalyok,
tanarok eltérd tervek Pedagégiai és médszertani
(tanmenetek) szerint javaslatok, tippek
haladnak a tananyag-
felépitésben. Néhany jo tanacs, és technikai
segitség, hogy tudja, melyek azok
a részek, amelyeknél évatosan kell
eljarni, és melyek azok, amelyek
Sy hasonl masoknal bevaltak.

(W] ® m

1:1 valtozés & ]

2:y=a+bx ] A feladatok megoldasai

Sfmigmcx“ |

ty=aibe lnlx) A mintaként leirt megoldas csak egy
A feladatmegoldas soran kényelmes, ha nem lathato a gyakorisagok oszlopa. a létezo ezemyi megoldési lehetéség
) @EY @ 6 @ kézul. Didkjai a sajat szintjitknek
1:Bevitel/Kiiras { [1:Tért alakja Gyakorisag? megfeleléen egyszerlibb vagy sokkal
2 Sramrormatan | |3:Statisztika Biki kifinomultabb megoldasokat is
4:Mérndki szimb 4:Szamolétabla talalhatnak.

Ha bevittuk az dsszes adatot, akkor a ([8) gombokkal kiirathatjuk a statisztikai mutatokat.

Altalaban olyan megoldasokat

®

kozlunk, amelyek bemutatjak

ismertetik azok funkciéit, a bennuk

4:Statiszt s

O]
E‘@ g’"m" | i) A a szamologépek hasznalatat,
=

Az atlagar 26 653 €.

Szoras = 1806,55 €

Osszegyjtottik egy tablazatban.

Az adatok atlag koruli elhelyezkedését jellemzi példaul a terjedelem és a szoras is.
Minimumar = 23 462 € Maximumar = 29 325 € Terjedelem = Maximum — Minimum = 5863 €

Mindegyik tipus esetén elvégezhetjlik az adatok bevitelét és a statisztikai mutatok lekérdezését. A kapott adatokat

rejlé lehetdségeket.

Riat Mont Sia Sport Monda Confo  Pisan Tecno Benat Oleos Bord Ghia

Atlagar (€) 26 653 22 36573 25 743,55 27 395 27 360 2232262
Min. &r (€) 23 462 18 852 21450 24 450 23350 20900
Max. ar (€) 29 325 23950 27 900 29 250 31750 24 262
Terjedelem (€) 5863 5098 6 450 4800 8400 3362

Szoras (€) 1806,55 1681,69 2120,51 1265,00 3326,62 988,68

® cAasio K

Medfigyelhetd, hogy az utolsé auto, a Bord Ghia a legalacsonyabb atlagary, sét az arak szorasa is a Bord Ghia
esetén a legkisebb. Ezt koveti a Sia Sport, és az egyik kereskeddnél ennek a tipusnak az ara a legalacsonyabb az
Osszes autd kozt. A Pisan Tecno és Benat Oleos a legdragdbb, és az utdbbi modell 4ra a legnagyobb szorasu.
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X Alapmuveletek
m ~r V4
- Ellendrzés
(A1)
-
g A matematikatanar azt a feladatot adta a didkoknak, hogy szamoljak ki a mtiveletsor eredményét:
) B_(3.1).2.4
E 5 \4"7) 69
@ 2 i a Y 409 2 7 2
\3 A muveletek elvégzése utdn az egyik didk a 52 eredményt kapta. Leirtuk, hogyan szdmolt.
o
<L
N 2_(§_1).§-i=£_(§_1).1-i=
wn 5 4 7/ 6°9 5 \4 7/ 39
Q_(ﬂ_ﬁ) 1.4 Q_(ﬁ_i) 1.4 _
"5 \28 28/ 3°9° 5 \28 28/ 39"
1 v 1.4_19_ 171.4_
5 28 3°9° 28°3°9
19 _17.4 _19_ 844
"5 7 8°'9 5 179
_19 336 _19-153 _ 336-5 _
5 T 153 T 765 765
_ 2907 - 1680 _ 1227 _ 409
T 765 765 255

Ellendrizte a kapott eredményt a zsebszamologépén, és mas érté-
ket kapott.

n Hol hibazott? Ellendrizd a szamoldgépeddel a szamolds menetét. Szamold ki a helyes eredményt!

B Adj fel a tarsadnak egy szamolasi feladatot, amelyet te mar megoldottal! Ellendrizzétek egymas eredményeét!
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SZAMOLOGEP
CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonlo

AJANLOTT EVFOLYAM
7-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
» A feladat az elemi muveletek, muveleti sorrendek gyakorlasara szolgal.

01| erienéraes

U4

g
g
g
3

e Paros munka, amely csak az a elemi muveletek és azok sorrendje ismeretét igényi.
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© casio

A FELADATOK MEGOLDASAI

A szamolas ellendrzéséhez €s a helyes eredmény kiszamitasahoz irjuk be a matematikai kifejezést ugy, ahogy az a
feladatban szerepel, majd nyomjuk le az (5] jelet. A szamologép kiirja a helyes eredmeényt.

O8EE®EM
BEE@eEO®E
DeNXEEE
eHAECE B)
19 371),2.4 ﬁ_'[*’i“;;]xg;i‘
5 4 7)76'9 5 4 7)76'9
1873
560
frjuk be a tanuld részszamitasait sorban, és ellendrizziik, hol rontotta el
Vo B A
19 17,1.4
b 283"
1873
560 Eddig jo az eredmeény értéke.
Vo B A
19 _17.4
5 84°9
1873
560 Még mindig helyes az érték.
vt B A
19 84X4
5 179
409
255] Mar helytelen értéket ad.
17 .4 _ 17 9

Mint 1athato, a %4 0" 84 4 osztast irta fel helytelenul.

Nyitott feladat, a tanar déontheti el, hogy milyen mélységben targyaljak a feladatot.



Becslések és hibak

Az abszolut és a relativ hiba

02

Amikor megmeérunk, vagy meghatarozunk egy mennyiséget, akkor altaldban valamilyen hibat is
elkévetlink a mérés vagy a becslés soran. Természetesen nem szandékosan hibazunk, hanem a
mérdeszodzeink vagy a kerekitésunk okoz valamilyen hibat.

A

Az g-nal jelolt abszolut hiba, a mérendd dolog X valédi értéke és annak mért (vagy becsult) x; értéke
kozotti eltérés.

£=|x—xi

Néha az abszolut hibat a becstlt érték mogé irjuk egy * jellel egylitt, azaz megadjuk azt az intervallumot,
amelybe a valodi érték esik (x; T &).

A &rrelativ hiba, az abszolut hiba és a valodi érték hanyadosa. Megadhatjuk szazalékos alakban vagy
tortként
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Példa: Ugy becsiiljik, hogy 160 érme van a pénztarcaban, de egyesével megszamolva csak 156-ot
talalunk.

Abszolut hiba: € = [156 — 160| = 4 érme

. o _ 4 _ o
Relativ hiba: & = 156 - 0,026 = 2,6%

n Szamitsd ki az abszolut hibat, ha 15 percre becsulod azt az iddintervallumot, ami valojaban 16 és fél percig
tart.

B Becslések szerint egy hangyabolyban 2000 hangya van, 15%-os hibaval. Mekkora a hangyabolyban 1évd
hangyak maximalis és minimalis szama?

B Korabbi mérések alapjan a Fold—Hold tavolsagot 385 000 km-re becsulték. A pontosabb lézeres mérés
azonban megallapitotta, hogy a tényleges tavolsag 357 000 km. Mekkora relativ hibat vétettek a korabbi
szamitasok soran?

u Egy becslés szerint egy épulet magassaga 18,5 m, illetve 19,1 m k&zott van. Mekkora a becslés abszolut és
relativ hibaja?

B Egy tarolo térfogatat 3575 literre becsulik, félliteres hibahatarral. Mekkora a becslés relativ hibaja?

B Anna 150 eurds bonuszt fog kapni ebben a honapban, ami az 1200 euros fizetéséhez adodik hozza. Anna
kiszamitja, hogy ez a bonusz 15%-os jovedelemndvekedést jelent. Milyen hibat vétett szamolas kdzben?

Egy mérleg negyedkilds pontossaggal mer. Ezt a mérleget hasznaljuk egy bizonyos mennyiségu did
tomegének meérésére, amely egy torta elkészitéséhez szukséges. A mérleg 6 és negyed kilot mutat.
Mennyi lehet a dio valodi tomege? Hany szazalékos a hiba?
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Az abszolut hiba
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PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
» A tevékenységek felhasznalhatok a relativ hiba és az abszolut hiba fogalmanak
bevezetésére, anélkul hogy eldzetes ismeretekre lenne szukség.

» A tevékenységek végrehajtasa soran az Abs fuggvenyt kell hasznalnod, amelyet a
segitségével érhetsz el.

* Néhany muvelet végrehajtasakor az eredmeények tort alakban jelennek meg tizedes
tort alak helyett. Ahhoz, hogy megvaltoztasd az eredmeény kifejezésének az alakjat,
nyomd meg az gombot. Ha azt szeretnéd, hogy az eredmeényeket alapértelmezées
szerint tizedes tort alakban jelenitse meg a szamologép, akkor modositanod kell az
alapbeallitasat Setup, 1: Bevitel/Kiirds 2: Mat be/Dec ki.

A bedllitas modositasahoz az aldbbiak szerint jarj el: meng) (3 (2.

Ezt 1 perc és 30 masodperces eltérésként értelmezzuk,

azaz masfél perc. Az eredmeény kifejezhetd percekben
DEHEEHEE és masodpercekben az megnyomasaval:
o @ Vo B
116, 5-15I |16, 5-15I
3
2 1°30°0”
A relativ hibat a kdvetkezd modon szamoljuk: Az eredményt kifejezhetjuk szazalékban is:
EHDEBNEE X OO E) 6
ansi6, 5 * Ansx¥100 *
hae
11 9, 090 909 091
A hangyak varhatd maximalis szama: Hasonloan kapjuk, hogy a hangyak minimalis szama:
QO0OUOOxNEONBEE GO0UOOXUOHNEOOHAOEAOE
2000%1, 15 : 2000%(1-0, 15)
2 300 1 700

Azaz a hangyabolyban lévé hangyak szama 1700 és 2300 kdzott van.

Az elkovetett abszolut hiba:

A relativ hiba:

ENOREDODODEHEEEHODOME HEGEEDOOOEE

Fa ] N
1357000-3850001

28 000

Ansi387000  °

0,078 431 372 55
Ami kérulbelul 7,847%.
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A becslés értékét tekinthetjuk ugy, mint egy atlagos mert érték, plusz-minusz az elkdvetett abszolut hiba. A ket
meéreés szamtani atlaga:

OOEHEHEOEOONEEE

18, 5+19, 1 '
2

A

18, §

Ezért az abszolut hiba:
H0EOHEE
Ans-ﬁf_eﬁ. 5 '

0,3
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A relativ hibat a kdvetkezdképpen szamitjuk ki:
HOEHEE
Ans{18, 8 ‘

0, 015957 446 81

Szazalékban kifejezve ez kdrulbelll 1,6%, azaz a relativ hiba kb. 1,6%.
XD OE
AnsX100 ‘

1, 595 744 681

Az abszolut hiba 0,5 liter, és ezért a relativ hiba szazalékban kifejezve:

OO0EEEEDOEXMMO0OE=E
0,5+357, 5100

0,1398601399
Ez azt jelenti, hogy a relativ hiba kb. 0,14%.

A valodi novekedés:

OEOEORAOOXITDOOE
15043 200x100

12, 5
Ami csak 12,5%. A valodi 15%-0s emeléshez képest ez 30 eur¢ eltérést jelent, mert
URAOUOXxOC0ONEEHOEGE00E

1200%1, 15-1350"

30
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A valds bérmdvekedése 30 € -val kevesebb, mint az altala mondott 15%-0s emelés.

A két szazalékos eltérés relativ hibaja

OEENZDEE :
15:12,5 ’
1,2

Azaz a relativ hiba 20%.

........................................................................... .

A mérleg pontossaga 0,25 kg, igy szamithatunk arra, hogy az did tdmege a kovetkezd értékek
kozott lesz:

E0EeEE00EEE
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6, 250, 25 ‘
6
R EHO0O0EEE
6, 2540, 25 ‘
6'5

Megjegyzés: Természetesen nem kell mindig mindent beutni a szamologeépbe, szamos esetben fejben
gyorsabban megkajuk az eredményt.

A fellépd relativ hiba %-ban kifejezve:
ONEEEE0EAEXxEBO0OE
0, 28%6, 25%100

csupan 4%.



Becslések és hibak

A 1t szam kozelito értékei a torténelem soran
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A sumér civilizaciot szoktak a vilag egyik elsé és legrégebbi ismert civilizacidjanak tekinteni. A sumérok az
6si Mezopotamiaban telepedtek le, ahol megépitették az els6 varosokat, az elsé lenyligézé zikkuratokat, és
tobbek kozott feltalaltak, illetve haszndltak az irast és a kereket is.

A sumérok rendelkeztek egy 6sszeadason alapulo szamolasi rendszerrel, amely kombinalta a tizes
szamrendszert a hatvanassal. Az egyik Susaban talalt égetett agyagtablan a 1 értékét 3+1/8-dal
kozelitették. (Mai tizedes torttel leirva 3,125.)

A torténelem soran a kuilonb6zd civilizaciok és matematikusok sajat m-értékeket hasznaltak kozelitésként,
altalaban koézdnséges tortként. Ilyen becsléssel rendelkeztek példaul

a sumérok, a rhind-papirusz, a biblia,
Archimédész, Ptolemaiosz, Vitruvius,
Cu Csung-cse, Brahmagupta, Muhammad ibn Musza I-Hvarizim

Milyen szam a 7t? Valos szam? Ki lehet-e fejezni tortként? Irracionalis szam?

B Milyen kozelitd értéket hasznalsz, amikor olyan feladatot oldasz meg, amiben megjelenik a T szam?

B Mennyi Tt értéke, ami megjelenik a szamologeéped képernydjén?

n Mekkora Tt értéke, amit a szamologeép a kulonbézé muveletek elvégzeéseneél hasznal? Tervezz egy stratégiat
a rejtett szamok megjelenitésére!

B Szerinted van T nap? Ha igen, mikor Unnepeljuk?

B Deritsd ki a fent felsorolt civilizaciok és matematikusok altal hasznalt -értékeket. Szamold ki a kdzelitéseik
relativ hibait, fejezd ki szazalékos alakban és kerekitsd ezredekre. Az eredmeények alapjan T melyik kozelitését
hasznalnad egy T-vel kapcsolatos probléma megoldasahoz?
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PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

» A feladat elsd része egy kutatasi feladat, amelyben a didkoknak meg kell talalniuk

a Tt szam kulonbdzod kozelitéseit, amelyeket a torténelem soran hasznaltak, majd
késébb elemezniuk kell az egyes kdzelitések hibait.

SZAMOK és MUVELETEK
U4

A FELADATOK MEGOLDASAI

© casio B T egy irracionalis szam, a kor keruletének és atmérdjének az aranya.

A valaszok kulénbdzok, de a leggyakrabban hasznalt T-értékek 3,14 és 22/7.

AT szam igy jelenik meg.  Nyomja meg az [#) gombot a tizedestort alak megjelenitéséhez!
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] A o @ A
n 4
7 3,141 592 65
Javasoljuk, hogy vonja ki T-bdél a képernydn A Tt napja marcius 14., mert 3,14.

megjelenitett értéket (esetleg szorozza meg 10
megfeleld hatvanyaval).

Példaul a sumeérok altal hasznalt kdzelitd érték a m-re.

EHOUEEE
luﬂ a luﬂ a
3+*§ 3+*§
25
8 3,12

Ezért az elkdvetett abszolut hiba:
E = abszolut hiba = | Valds érték — Becsult érték | = | T - (3 + 1/8) |

Gur (O () (109 (=) o) () B © D @ (8] &

u?_ﬁ a
=34
0,016 592 653 59
A relativ hibat ugy szamoltuk ki, hogy: A relativ hibat szazalékban kifejezve kapjuk, hogy:
Relatfv hiba = _Abszoluthiba _ 0.01659265359... XOO0OOE
Valos érték T 2
Ansxlao
= B
o @ a
Ans+xn 0, 528 160 567 6|
Ezredekre kerekitve ez csupan: 0,528%.
5, 281 605 676xw3




Muveletek
04 | Mennyi adét fizetnek az élsportolok?
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A Forbes egy, az uzleti, valamint a pénzugyi vilagra szakosodott neves folyéirat, amelyik az Egyesult
Allamokban jelenik meg. 1917-ben alapitottak, és minden évben szamos listat és érdekességet tesz kézzé,
amelyet az olvasok mar alig varnak. Ezek egyike a legjobban fizetett sportolok listaja.

A Forbes listainak torténetében 2016-ban tortént meg elészdr, hogy egy eurdpai labdarugo vezette a
legjobban keresé sportoldk listajat. Cristiano Ronaldo éves bevétele 88 millié dollar volt, amelybdl 56
millio a fizetése, 32 millio pedig a kilonb6zé jogdijakbodl keletkezett.

A lista legelékel&bb helyén rangsorolt né csak a 40. helyre kertilt. O Serena Williams teniszezé, aki 28,9
millié dollaros bevételt ért el, amibdl 8,9 millid volt a versenyeken nyert pénzdij és 20 millié a killonb6zé
szponzoralasi szerzédésekbdl befolyd jovedelem.

n 2016-ban Cristiano Ronaldo a spanyol Real Madrid jatékosa volt. A 2016-0s pénzugyi évtdl az évente tobb
mint 60 000 eurods jovedelmet bejelentd adozokra kivetett adokulcs 45%, a tarsasagi ado pedig 25% volt
Spanyolorszagban. Mennyit fizetett Cristiano Ronaldo jévedelemadoként? (Az eredményt eurdban fejezd ki,
keress ra az USD/EUR atvaltasi aranyra, azaz hogy 1 USD hany EUR-t ér)

B Spanyolorszagban a kodzépiskolai tanarok évente atlagosan 24 000 eurdt keresnek, és az adokulcsuk 30%.
Mennyit adot kell fizetnie egy atlagos kozépiskolai tanarnak Spanyolorszagban? (Nézz utana a magyar
adatoknak is!)

B Hasonlitsd 6ssze az elsé ket feladatban kapott eredményt! Beszélgessetek az adokulcsok mértékerdl?

n Serena Williams Amerikaban él. Az Egyestilt Allamokban az add mértéke allamonként valtozik, de ebben a
jovedelmi kategoridban altaldban a jovedelem 39,6%-a az ado. Az adatok alapjan mennyi adot fizet Serena
Williams?

B Ha egy spanyol sportold 3 825 000 eurd jovedelemadodt fizetett 2016-ban (ami a fizetése 45%-anak felel meg)
és 375 000 euro vallalkozasi adot fizetett (ami a jogdijak 25%-anak felel meg), akkor mennyi volt az éves
bevétele?
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o Ezt a leckét az egyszeru szamolasi muveletek, az aranyossag, szazalékszamitas
S gyakorlasahoz ajanljuk.

04/ Mennyi adét fizetnek az élsportolok?

U4

== » Javasoljuk, hogy forditson figyelmet a szamoldgép beallitasara, és a nagy szamok
kénnyebb olvashatosaga érdekében allitsa be a szamok harmas tagolasa funkciot.
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o casio B
A FELADATOK MEGOLDASAI
.............................................................................. .
Cristiano Ronaldo az 56 000 000 $-os fizetésénkk a 2016-ban 1 USD 0,94 eurot ért, ezért ez az 0sszeg
45%-at fizette be adokeént: euroban kifejezve:

45%X56000000 AnsX0, 94

25 200 000 23 688 000!

Egy atlagos tanarnak a 24 000 eurds jovedelme 30%-at kellett jovedelemadoként befizetnie, ez 7200 euro.

30%%24000

A tanulok oOsszehasonlithatjak a szamok nagysagrendjét, és észrevehetik, hogy kildnbozdk az adokulcsok. A tanar
vezetésével beszélgethetnek a linearis és a progressziv adozas kdzotti kulonbsegrol.

Serena Williams 28,9 millié dollar 39,6%-at fizette be jovedelemadokeént.

28900000%39, 6%

11 444 400

A sportolo fizetése, illetve a jogdijakbdl szerzett bevétele a kdvetkezdképpen alakult:

A

3825000+45% 375000+25%

8 500 000 1 500 000




Kozelitd szamitasok és hibak

Mit tudunk a viz tomegéraol?
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Masrészrdl a test [ sulya fligg a test 72 tdmegétdl és a g nehézségi gyorsulastol:

F=mg

A nehézségi gyorsulas flgg a Fold felszinétdl valod tavolsagtol (a gombszert test tdmegkodzéppontjatol valo
tavolsagtol). A fold felszinén a gravitacio, azaz a nehézségi gyorsulas g, = 9,80665 ms™2.

n Kerekitsd g értéket ket tizedesjegyre. Mekkora a kerekités soran elkovetett abszolut hiba?

B Mekkora lenne az elkdvetett abszolut hiba, ha egyszertien elhagynank az utolsd megadott harom
tizedesjegyet?

B Hasznaljuk a g, = 9,81 ms? kerekitett értéket. Vegyuk figyelembe, hogy 1 liter viz 1 kg témegti és fejezzik ki
harom értékes jeggyel 1 liter viz sulyat a Fold felszinén.

n Ha a viz strliségét p = 1 gcm >-nak vesszuk, akkor mekkora lesz egy 7 = 0,06 g tdmeg vizcsepp térfogata?
Az eredményt ird fel normalalakban is!

) szamold ki, hogy 1 liter viz kb. hany cseppnek felel meg!
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Beallithatjuk a kijelzén megjelend tizedesjegyek

szamat: () e (3) (0 (2
0O EEE

A
9, 80%85

9,81

Ha g, értékébdl egyszertien elhagynank a
tizedesjegyeket, akkor az abszolut hiba nagyjabol
kétszer akkora lenne, mint az 1. pontban:

ENOEHNEO0EEHEEHEDEODE

o B a
|9, 80665-9, 80|

0, 006 65

......................................

CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonld

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
» A feladatban gyakoroljuk a kozelitd szamitast és a szamok normalalakjat.

» A feladat segiti a digitalis kompetencia, matematikai kompetencia és a tudomany
és a technoldgia alapvetd kompetenciainak fejlesztését.

» Célszeru korabbi tananyagban megismerni g, azaz a nehézségi gyorsulas
fogalmat és értékét. A konstans szerepel a CASIO fx-991CX tarolt értékei kozott.

A tovabbi szamitasok elétt érdemes visszaallitani
a szamologeépen kijelzett jegyeket normal modba:

(eur) (W0 (3) (3] (2) (=)
A g, abszolut hibaja:
&NOOHEOOEBEEEEOEEAOE

P ] A
19, 80665-9, 81|

0, 003 35

Vegyuk a g, érteket 9,81 ms™2-nek, 1 liter vizet 1 kg-nak
és hasznaljuk az /' = mg Osszefuggést.

OXEEHEBOE

azaz F' = 9,81 N, mivel az eredményt harom értékes
jegyre kellett megadni.

Egy csepp térfogata a V' = m/p dsszefliggés alapjan: 0,06 : 1 = 0,06 = 6 x 10> cm®, ha attériink a szamok

normalalakjara. v (3) (2 (@) =)

Ugyanez dm?*-ben felirva 6 x 107 dm’®.

Ans+1000

6, 000 000 O0xw®

A vizcseppek szamat 1 liter vizben egyszertien megkaphatjuk, ha a térfogatokat elosztjuk egymassal, azaz kb.

16 667 darab.

1+Ans

1, 666 666 667 x10?
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Logaritmus

Hany jegyu egy nagyon nagy szam?

06

1262383049660586222684174870651169998454847760535761095005091
6182626818413620269880155156801376138071753405453485116413864
8904527031605516052768809525956360593996436471601951598338820
9962459578542172100149933776393858121960407273342250718005600
9672540900795541095168165737795933263322883148732515590778530

24

6844497786480339196258080068276001784958928193764231021494476
2837569186221071720202524163030311855918867830431407694380169
2528246980959705901641444238894928620825482303431806955690226
3087734268295039009305293951812087395919671958415360531431457
75307050594328881077553168201547775
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Néha csak az érdekel minket, hogy egy muivelet eredménye vagy egy szam milyen nagysagrendu,
maganak a szamnak a pontos értéke érdektelen. Annak meghatarozasara, hogy egy adott szam hany
jegyl, a logaritmus hasznalata az egyik kézenfekvd lehetdség.

Hasznald a szamologépet!

Hany jegyt 2°%?
E Hany jegyti 2°%?
B Hany jegyti 2°% és 2%%%?

u Hany jegyti 2***? Mi térténik, ha befrod a szamot a szamoldgépbe?

B Szamold ki a felsorolt szamok tizes alapu logaritmusat:
2,3,31,45, 405,607, 1234, 5 678, 12 345, 67 890, 12 3456, 789 012

Nézd csak meg mindegyik logaritmus egész részét! Mit tapasztalsz?

B Alkalmazd a tapasztalataidat! Oldd meg a 3. feladatot a mostani észrevételek alapjan is!

Probald megoldani a 4. feladatot is hasonloan. Mit tapasztalsz? A logaritmus segitségével add meg, hogy hany
j egyu 2333?
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06! +7sny jegya egy nagyon nagy
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: o Ezt a leckét a hatvanyozas, a normalalak €s a logaritmus gyakorlasahoz javasoljuk.
: o A tanuloknak ismerniuk kell a logaritmus fogalmat és alapvetd tulajdonsagaikat!
) ) (0 @ @ @
o ' 1:Bevitel/Kiiras | |1:Tort alakja 1:Auto szamit:&s
2:Sz0g m.egys 2:Komplex | |2:Cella mutatasa .
3:Szamformatum 3:Statisztika
o casio K= 4:Mérnodki szimb 4:Szamoldétabla
2
1:Képlet
2:Erték
A FELADATOK MEGOLDASAI
...................................... E ..............................................
A muvelet végrehajthato é€s a szamologép kiirja a A szamolas menete hasonld, mint az elébb.
végeredmeényt. W 7y
234
([ED)
W e A
2% 1, 717986918x10'°
8589934592 A szam 11 jegyu. A szamot mar csak normalalakban

tudja megjeleniteni a szamologep, de 10 hatvanyai

A szam 10 jegyu. mutatjék, hogy az 1-es utan hany 0 all még benne
(1410 =11 jegy), amelyet egy 1 és 10 kdzotti szammal
megszorozva, a jegyek szama nem valtozik.

Az elézé feladathoz hasonloan szamolhatunk. Prébaljuk meg kiszamolni.
W v e W s W ver @ W o8
2300 * 2332 * 235 ' Matematikai HIBA
[AC] :Mégsem
2, 037035976 x10°° 8, 749002899x10°° [«1[»]1:Ugras
A szamok 91, illetve 100 jegytiek. A szamologép nem képes ekkora szamot kezelni,

ugyhogy mas maodszert kell talalni a szamjegyek
szamanak meghatarozasahoz.

Lépjunk be tablazat modba.
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Alljunk a B1 mezére, és toltsik ki a szamok logaritmusaival a B oszlop megfelelé cellait!
OPT i @D EEE®E®E®® (2] E

M ]
:Kitolt képlet 8 |[Kitdlt képlet
:Kitolt éertékkel Képlet=log(Al)
:Cella szerkeszt Tartom:B1:B1J
:Szabad teriilet

Bl 6755014
11 FREIRE
¥4 783012

4913]
45]1,6532]

0, 3010299957

4. 091491094

Eszrevehetjiik, hogy minden szam 10-es alapu logaritmusénak egész része 1-gyel kisebb, mint ahany jegyti az adott
szam, azaz egy njegyu szam logaritmusa n-1 és meg valamely tizedesjegyek.

W ved A W s
log;(2%%0) log(2%%2)

90, 3089987 99, 94195856

A logaritmus segitségével kapjuk, hogy a szamok 91, illetve 100 jegylek, hasonloan a 3. feladatban kapott
eredményhez.

lﬂ .............................................................................. .

Ha ezt is ugyanugy akarjuk kiszamolni, akkor a szamologép csak egy hibauzenetet kuld.

M B
log(2%%)

A

W w8
Matematikai HIBA

[AC]1 :Mégsem
[«1[»]:Ugras

Szerencsére ismerjiik a logaritmus loguo x” = p - logo x aZONOssagat.

A

M B
333%1084(2)

100, 2429886

Azaz 2°** egy 101 jegyU szam.
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Muveletek

Mersenne-primek

07

Mersenne-szamoknak nevezzuk a kettéhatvanynal 1-gyel kisebb szamokat, ahol n prim.
M,=2"-1

Egy Mersenne-szam nem feltétlenuil primszam.

U4

Egy M, szam Mersenne-prim, ha teljesul a kovetkezé harom feltétel:
e Mersenne szam, azaz M, = 2" — 1 alaku,
e 7 primszam,

o M, primszam.
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Melyik a legnagyobb Mersenne-szam, amelyiknek minden szamjegyét meg tudja jeleniteni a szamologép?

. Megjegyzés: A szamok normalalakja nem lesz jo, hiszen akkor csak néhany értékes szamjegy lathaté a
. megfelelé 10 hatvany elétt. .

B Mersenne-prim M7 és Mu?

B Melyik a legnagyobb Mersenne-prim, amelynek minden szamjegyét meg tudja jeleniteni a szamologép?

n Hany jegyt az M 2072817 Ezt a Mersenne-primet 2015 szeptemberében talaltak, és 2016-ban publikaltak.
Ez volt a 49. Mersenne-prim.
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SZAMOLOGEP
CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonld

AJANLOTT EVFOLYAM
8-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
R o Ezt a leckét a hatvanyozas és a primszamok gyakorlasahoz javasoljuk.

¢ Ha a tablazatkezeld egy cellgja tobb mint hatjegyu szamot tartalmaz, akkor ezt
a szamot normalalakban jelzi ki a gép, azaz lehet, hogy egyes jegyei mar nem
jelennek meg. Ha az 6sszes jegyet meg akarja jeleniteni, akkor jeldlje ki a cellat,
és allitsa be a szamoldgépet ugy, hogy a képernyd also része a képlet helyett
(alapértelmezett konfiguracid) megjelenitse a cella értékét. gy tudja beallitani:

(stFT) (EN) ) @ @ @
1:Bevitel/Kiiras | |1:Tort alakja 1:Auto szamitas 1:Képlet
2:Szog m.egys 2:Komplex | |2:Cella mutatasa 2:Erték
3:Szamformatum 3:Statisztika

4:Mérnoki szimb 4:Szamolétabla

A FELADATOK MEGOLDASAI

A feladatok megoldasahoz hasznaljuk a szamologép tablazat funkciodjat.

T
_d_dﬁd

8 Szamo 16tab1a

M

[-E] :

Kiszamoljuk az elsé 20 Mersenne-szamot. frjunk 1-et a tablazat elsd cellajaba, és alkalmazzuk az Al + 1 képletet az
egeész oszlopra.

@ OPTH @ -.®-®@®®®®®®@@

1:Kitolt képlet | Kitblt képlet
2:Kitolt értéekkel Képlet=Al+1

3:Cella szerkeszt Tartom:A2:A20)
4:Szabad teriilet

A masodik oszlop elsé cellajaba {rjuk be 2AAl-1-et, és tartomanynak adjuk meg a B1:B20 cellakat.

OPTN @ @ﬂ..@.@@@@@@@@@.@@
1:Kitolt képlet | Kitblt képlet o e s

2:Kitolt értékkel Képlet=2"(Al)-1 3| 3]

3:Cella szerkeszt Tartom:B1:B20 :

4:Szabad teriilet 255

A feladat megoldasahoz hasznalhatunk tablazat helyett fuggvényeket is.

(@] ArxxeEOEE o@O0OEE
Y W v M v
=0%_ Tabl tartomany x| 16
Hh'd—d g Tey=2"-1 Kezdd:1 3 2 3
i g 3§ Joo Zaré :20 308 2
9:Tablazat Lépés:1 1
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M B M B
= ) = iz
17 17131071 27 2715 3xu®
18 181262143 28 28(2:6x0®
19 191524287 29 295; 3xw®
20 30 30 -% R
1048575 1073741823

Az = jelet nyomogatva tovabbi értékeket jelenithetiink meg. A fuggvényeknek azonban csak 30 értéke lehet, és
meég nem értunk el a legnagyobb megjelenithetd Mersenne-szamhoz.

Visszatérve a tablazat funkcidhoz, meg tudjuk jeleniteni a nagyobb Mersennne-szamokat is.

y

B

8589934591
Tehat a legnagyobb Mersenne-szam, amelyet a szamologép pontosan meg tud jeleniteni, az
Mss = 2% — 1 =8589 934 5901

Hasznaljuk a szamologeép faktorizacios funkciodjat.

) () 2) (@) (@D & =& @ & (e ()
M vl Y
27-1

X
fu
x
=
£
>
)
>3

n
X
x
@)
>3
<T
N
N

127
Tehat M, = 127 a negyedik Mersenne-prim. Ellendrizd, hogy n = 2, 3, 5 esetén M,, M, My is prim.

ad @D DO E 0] E A e

M vz
2l

23%x89

M,, szorzatta bonthatd, tehat nem prim.

A legnagyobb prim, amire a szamologeép az adott Mersenn-szam minden jegyét meg tudja jeleniteni, n = 31.

HE@EEO®EmE
W B a W Vo8
2%-1 2]

2147483647 (2147483647)

Sajnos ez meghaladja a zsebszamologép szamolasi kapacitasat, nem tudja eldonteni, hogy az adott szam prim
vagy nem prim. Az interneten talalt adatok szerint 1772-ben latta be Leonard Euler, hogy ez primszam.

2Y — 1 =131 071 primszam a szamologeép szerint

2% — 1 = 524 287 primszam a szamologép szerint

2% —1=28388607 = 47 - 178 481, azaz nem primszam

2% — 1 =536 870911 = 233 - 2 304 167, azaz nem primszam

Tehat M;, a legnagyobb ilyen Mersenne-prim, de ezt csak kulsé forras alapjan tudjuk ellendrizni. A szamologep
altal kiszamolhato legnagyobb Mersenne-prim M.

Ekkora szamot nem lehet kiszamolni a szamologépen, de tudjuk, hogy hany jegyu a szam.

74207281x1 08,4 2)

22338617, 48
274297281 tizes alapu logaritmusa kb. 22 338 61748, ezért a szam 22 338 618 jegyl.




Szamok normalalakja
O 8 Kalandozas a szamok kozott a CERN-ben:
a végtelenul kicsitdl a végtelenig (I.)
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A CERN Europa legfontosabb kutatokdzpontja. Tobb mint 30 évvel ezelétt hoztak létre és a megépitése 6,5
milliard eurdba kerult. Tucatnyi Nobel-dijas hasznalta és hasznalja ma is a létesitményeket.

A CERN tagorszagai (Magyarorszag 1992-ben csatlakozott) maguk finanszirozzak éves koltségvetésuket,
amely egymillidrd svajci frank (CHF).

frd fel a CERN koltségvetését normalalakban. Valtsd &t a kapott dsszeget eurdba (€) és amerikai dollarba ($) is.
Nézz utana a napi arfolyamoknak

[1 EUR = 1,152 285|USD, 1 CHF = 0,889 007 494 EUR]

B Hasonlitsd 6ssze a CERN éves kdltségvetését a magyar allam 2018. évi altalanos koltségvetésével, amely
20 112,1084 milliard Ft. [1 EUR = 321,742 53 HUF]

B A létesitmények Uzemeltetése soran a CERN évente kétszazotvenmillio eurdnyi elektromos aramot fogyaszt.
A teljes éves koltségvetés hany szazaléka a villanyszamla?

n Az LHC (Large Hadron Collider = Nagy Hadrontitkdztetd) a CERN koronajanak gyémantja. Ez a legujabb
részecskegyorsito, amely a protonokat a fénysebesség 0,999 999 999 1-szeresére képes gyorsitani. Hany
kilométert tesz meg egy perc alatt az LHC egyik gyorsulasi gyUrijében egy maximalis sebességul proton?

B Hasonlitsd &ssze a 4. pontban kapott értéket a Fold és a Nap atlagos tavolsagaval, amely kb. 1,5x 10" m

B Az LHC egy 27 km hosszu, koézel kor alaku gyuru. Mekkora a gyuru sugara? Mekkora tertletet olel kdrbe a gyuri?
Hasonlitsd 0ssze ezt az értéket egy futballpalya méretével (= 1 ha) és Budapest tertletével (= 525 kmz2).
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SZAMOLOGEP

CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonld

: ' AJANLOTT EVFOLYAM

8-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

: » Javasoljuk, hogy a lecke elétt beszélgessenek a CERN-rél, vagy valamelyik diak/
diakcsoport tartson rovid kiseléadast a CERN-1SL.

SZAMOK és MUVELETEK

o casio B

A FELADATOK MEGOLDASAI

.............................................................................. .

Svajci frankban kifejezve az éves koltségvetés:

(E) UOOUUUOUOUOODOE )
ma g i3 114 [1000600000  ° 10604660000
1:Szamoldgép 1000000000 1x10°

A szamok ezres tagolasat a SETUP-ban allithatjuk be: e ™ ® B E

Az érték eurdban kifejezve. (1 CHF = 0,889 007 494 EUR) Az arfolyamok természetesen valtozhatnak, mi 2019
marciusi adatokkal dolgozunk.

XO®OEEEO@DEEIE B]E0]
M [c] N M [c] A
Ansx0, 88907494 Ansx0, 88907494
889 074 940 889, 074 94x 10"
Az érték amerikai dollarban kifejezve, (1 EUR = 1,152 285 USD)
XOOOEEEEEE Eng
M /B I M '8
Ansx1, 152285 AnsX1, 152285
1024 467717 1, 024 467 717 x1®

Valtsuk at a CERN koltségvetését forintra is, majd osszuk el a két értéket.
vir @ A

W8 A M 28 A M
889074940321, 74> Ans+201121084000(> aApg’!

2, 860532 206x10!? 0,0142229355 70, 308 973 84

Azaz Magyarorszag éves koltségvetése kb. 70-szerese a CERN éves koltségvetésének.
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Ez egyszeru feladat.
AEO0DO0OO0O0O0OOOEGTENLOOEEOMEME MO0 E
280000000+100000(
1

4

A

y

Vagy masképpen:

(2) (58] (@) xi0) (6] () (3] (=109 (8] (=) [e#0)
280 %106+1 x109
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0, 25

A CERN az éves koltségvetésének 25%-at kolti elektromos aramra.

A fénysebesség a tarolt allandok kozott van, jele ¢, mértékegysége m/s.:

1 @ B
1:Univerzalis Bk g cal 7" ] e 7T *
: : . : 0 o
2:Elektromagneses| [7:€ siﬁ' gigg
3:Atom és mag
4:Fiziko-kémia 299 792 458
Szorozzuk meg az értéket 0,999 999 999 1-gyel, hogy megkapjuk a proton sebességét.
XONEEEEEDEEAE
)
Ansx0, 999999991
299 792 455, 3
HO0O0O00O0E X (6@ E
1] A M g A
Ans<1000 AnSX60
299792, 455 3 17 987 547, 32

Tehat 299 792,4553 km-t tesz meg 1 s alatt, és 17 987 54732 km-t 1 perc alatt.

A 4. pontban kapott értéek méterben kifejezve és az A valtozoban tarolva:
XOOOOOUEHME OXNGEKMIEAOE S
A

W voa W_ s
Ans-=A 1,5x1011+A

1, 798 754 732x10'° 8, 339102 455

Azaz a Nap—-Fold tavolsag kb. 8,34-szorosa a proton altal 1 perc alatt megtett utnak. Ez nem meglepd, a Nap-Fold
tavolsag kb. 8,5 fenyperc.
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Az LHC egy 27 km hosszu, kozel kdr alaku gyurlt. Mekkora a gyUrU sugara? Mekkora teruletet dlel kdrbe a gyuri?
Hasonlitsa dssze ezt az értéket egy futballpalya méretével (=1 ha) és Budapest tertletével (= 525 km2)!

Tudjuk, hogy az r sugaru kor kertlete K = 27w, azaz 7 = K : 27,
QE@ECE B

M ) A
27+(2m>

4, 297 183 463

A gytirti sugara tehat, kb. 4,297 km, a terUlete pedig 7" = 7% ugyhogy:
BeX B
&

M Vo B
Ans?Xn

58, 011 976 76

A kor tertllete kb. 58 km? Taroljuk le az értéket a B valtozdban.

Valtsunk at minden tertiletet négyzetméterbe. 1 ha = 10 000 m?.

Vir I a

58%1000%+10000

5800

a tertilet kb. 58 km? ami kb. 5800 focipalyanyi teriilet, mivel 1 km? = 100 ha.

Budapest teruletével 6sszevetve

GREEHMEE
W_ ol Y
525+B

9, 049855 381
azaz Budapest kb. 9-szer akkora tertileten helyezkedik el, mint a Nagy Hadronutkoztetd (LHC).

U4

y

X
£
[—
o)
-
£
>
-’
>3

0
3]
x
®)
>3
<T
N
N




Szamok normalalakja
O 9 Kalandozas a szamok kozott a CERN-ben:
a végetelenul kicsitél a végtelenig (I1.)
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A CERN-ben talalhaté az LHC (Large Hadron Collider = Nagy Hadronutkéztetd), a vilag legnagyobb méretu
és energiaju részecskegyorsitdja. Egy 27 km hosszu, nagyjabodl kor alaku alagut, amely két ellentétes
iranyba képes felgyorsitani protonnyalabokat a fénysebesség kozelébe. A részecskék utkézésekor
szubatomi skalan hatalmas energia keletkezik.

n A protonnyalabok masodpercenként 11 000 kort tesznek meg a 27 km hosszu gyUruben Hany meétert tesznek
meg egy perc alatt?

B Mindegyik protonnyalabban 100 000 000 000 proton van. Annak ellenére, hogy minden egyes
sugarnyalabban oriasi mennyiségu proton van, néhany gramm hidrogén elegendd ahhoz, hogy protonokat
szolgaltasson a kisérletekhez a kévetkez6 egymillid évben. Ellendrizd az allitas helyességét!

B Ahhoz, hogy olyan magneses mezd&ket hozzanak létre, amelyek a protonnyaldbokat az LHC-n belul tartjak,
niobium-titan otvdzetbdl készult, 0,007 mm vastagsagu huzalokat hasznalnak (kb. tizszer vékonyabbak,
mint az emberi haj). Az ebbdl az anyagbodl készult vezetékek 12 000 amper aramot szallitanak, amely tobb
mint 400-szorosa egy atlagos haztartas altal hasznalt aramnak. Hogy fogalmunk legyen a beépitett kabelek
hosszardl, képzeljik el, hogy az ¢sszes kabelt egymas mogeé tesszik. Igy a kabel kdriilbelill hatszor akkora
lenne, mint a Nap—F&ld tavolsag oda és vissza.

a) Szamold ki, hogy a vezeték a Naprendszer tdbbi bolygolya esetén hanyszor érne el oda-vissza az adott
bolygoig. A tavolsagokat CsE = csillagaszati egységben adtuk meg. (1 CsE = Féld-Nap tavolsag = 150 x 10° km)

Nap—Merkur: 0,39 CsE
Nap-Vénusz: 0,72 CsE
Nap-Faold: 1,00 CsE
Nap—Mars: 1,52 CsE
Nap—-Jupiter: 5,20 CsE
Nap-Szaturnusz: 9,54 CsE
Nap-Uranusz: 19,19 CsE

Nap—Neptunusz: 30,06 CsE

b) Egy vezetékkoteg nagyjabol 0,825 mm atmérdji. Adjunk becslést arra, hogy hany nidbium-titan vezetdszal
fér el egy kotegben?

n Két protonnyalab utkézeés utan a helyi hdmérséklet tobb mint 100 000-szerese a Nap kdzéppontjaban 1lévd
hémérsékletnek. Ugyanakkor a Nagy Hadronutkoztetd belseje az egyik leghidegebb és leguresebb része
az univerzumnak, mindéssze 1,9 K fokos és korulbelil 10 atm nyomasu. Ahhoz, hogy a protonnyalabok
gyorsitasahoz szukséges magnesek €s vezetékek megdrizzék szupravezetd tulajdonsagaikat, fenn kell tartani
ezt az alacsony hdmeérsékletet és nyomast. Az abszolut nulla hémeérséklet —273,15 °C, ehhez képest hany
szazalekos értéket értek el az LHC-ben?
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SZAMOLOGEP

CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonld

AJANLOTT EVFOLYAM

Gimnazium

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

B » Javasoljuk, hogy a lecke elétt beszélgessenek a CERN-rél, vagy valamelyik didk/
didkcsoport tartson rovid kiseldadast a CERN-rél.
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o casio Bl

A FELADATOK MEGOLDASAI

.............................................................................. .

A protonnyalab altal 1 perc alatt megtett ut méterben:

&7 ry
11000X27000%60

1, 782x10'°

Emlékezzunk arra, hogy 1 mol hidrogén tomege grammban kifejezve kb. megegyezik az atom tdmegével,

és egy H atommag egy protont és egy neutront tartalmaz. Ezért 1 mol H tdmeg 1 g. Masrészt egy mol anyag
annyi részecskét tartalmaz, amely megegyezik Avogadro szdmaval: 6,022 x 10%, valamint egy 10" darabszamu
protoncsomaghoz 10" darab H atom szilkséges. Lassuk ezek utan a szamolast.

(@ 6 BHODE
1:Univerzalis B gg: Natxioll
2:Elektromagneses] [#c: iz Yo

3:Atom és mag
4:Fiziko-kémia 6, 022140 857x1012

Ha minden masodpercben kilének egy protonnyaldbot, akkor ez 6,022 x 10" masodpercre lesz elég. Szamoljuk &t
évekbe:

I3 A
Ans+3600+24+365

190 960, 833 9

Most mar kiszamolhatjuk, hany gramm H szukséges 1 millio évre.

Vo @
x106+ANns ®

5,236 675918

Kb. 5,2 gramm H elég 1 millio évre. Az allitas helyes!
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Hasznaljuk a szamoldgeép tablazat funkcidjat, és vigyuk be a megadott adatokat.

ENIE

3t 4T 38 g I3,
2 i N P

8:Szamoldétabla

Nem csak a kordbban megismert automatikus képlettel, hanem egy cella masolasaval is célt érhetiink. frjuk be a B1
cellaba a kovetkezd formulat:

ww o)) () H @
]

Ha ezt a képletet a tébbi cellaba is at akarjuk masolni, akkor alljunk vissza a Bl cellara és masoljuk at, majd ismételjuk,
amig csak akarjuk:

@ N ® (2] ®E

1:Kitdlt képlet | 1:Kivag beilleszt
2:Kitolt értékkel 2:Masol beilleszth
3:Cella szerkeszt 3:Mindent torol
15,38461538 |[4:Szabad teriilet 4:Ujraszamitas

.esz%:[=]

30.0610,1996

BBeilleszt:[=]

Ahhoz, hogy megbecsuljuk, hany nidobium-titan vezetdszal fér el egy 0,825 mm atmeérdju kdtegbe, a vezetékek ke-
resztmetszetének a teruletét kell elsd kdzelitésben dsszehasonlitanunk.

o @B A
(0, 825+2)°
7 (0, 007+2)°
13890, 306 12

Mi a kb. 13 890 becslést kaptuk, a valdosagban ennek csak kb. a fele, 6300 szal alkot egy vezetéket. (Kivul hdvezetd van
rajta, és igazabol a kis kdr alaku vezetékek nem tudjak hézagmentesen kitolteni a teret.)

Eldszor fejezzUk ki az 1,9 K hdmeérseékletet Celsius-fokban. Ha elosztjuk —273,15-dal megkapjuk a kivant eredmeényt.

[ A T/
1,9-273,15 Ans+(—-273, 15)

-271, 25 0,993044115
Tehat kb. 99,3%-kal van a O °C alatt.
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Szamok normalalakja
10 A Big Bang (Nagy Bumm):
a vilagegyetem valtozasa

”r

A CERN Eurodpa és egyben a Foldon létezd egyik legfontosabb fizikai kutatokdzpont. Nobel-dijasok tucatjai
hasznaltak és hasznaljak ma is a létesitményeket. A CERN-ben tobb részecskegyorsitoét haszndlnak,
amelyekben atomokat, s6t azok alkotorészeit, protonokat, neutronokat tUtkoztetnek ssze, majd a létrejovo
esemeényeket és adatokat egy komplex szamitdgépes rendszer segitségével gyujtik, sztrik és elemzik,
illetve ezeket a mérési eredményeket megosztjak masokkal is.

A részecskefizikai laboratériumban a jelenleg miikédé gyorsitok koézul az LHC (Large Hadron Collider

= Nagy Hadronutkoztetd) a legnagyobb. Az LHC-ben elért energiastirtiség és hémeérséklet hasonld
ahhoz, amelyet az elméleti modellek josolnak a Big Bang (Nagy Bumm) utani pillanatokra. Ezért remélik
a fizikusok, hogy a Nagy Hadronutkoéztetd adatait tanulmanyozva jobban megértik a vilagegyetem
keletkezését, valamint fejlédését a kezdetektdl a jelenlegi allapotig.
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Az események megértését jelentdsen neheziti az a koriilmény, hogy a részecskefizika és a kozmologia
tanulmanyozasa kézben allanddan szembestlink az idé és az energia roppant kicsiny és/vagy gigantikus
értékeivel.

Figyeljuk meg az alabbi infografikat, amely egy sor olyan kozmoldgiai eseményt mutat, amelyben harom
fizikai jellemz6 nagysagrendileg kullonbozo értékei szerepelnek: ido (t), hémérséklet (T) és energia (E).
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" Particle Data Group, LEN 0. Supported by DOE and NS

A képen is lathatod, hogy a kozmolodgiai események koncentrikusan helyezkednek el, egy kézponti magtol
sugariranyban tavolodva. A kézéppont képviseli a Nagy Bumm helyét, a mi vilagunk pedig a vilagegyetem
peremén helyezkedik el.

Milyen 6sszefugges van az infografikan a kulonb6zd kozmologiai események idébeli bekdvetkezése és a
tavolsagok kozott a Big Bang utan?
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10 SZAMOLOGEP
| b CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonld

Tablazatkezeld (Excel)

GeoGebra

Vonalzo

Internetes forrasok és hivatkozasok:

» Az vildagegyetem keletkezése és torténete:
https://www.space.com/13352-universe-history-future-cosmos-special-report.ntml

» A vildagegyetem méretei: http://ntwins.net/scale2/

» 10 hatvanyai: https://www.youtube.com/watch?v=0fKBhvDjuyQ

» Avilagegyetem meéretei:
https://finance.yahoo.com/video/3-minute-animation-change-way-181643354.html

o A vildgegyetem és az idé: http://www.pbs.org/deepspace/timeline/

° o Mikor nagy egy szam?: http://www.isthatabignumber.com/home/

AJANLOTT EVFOLYAM
10-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

A feladatok megoldhatdk egyénileg, de kiscsoportokban is. Javasoljuk, hogy a fizika- és kémiadrat is vonjak bele
a feldolgozasba (STEM), hiszen a téma szervesen kétédik mindkét targyhoz. Javasoljuk, hogy a megoldas eldtt
vagy alatt nézzenek meg egy-két rovid videot a javasoltak kozul, vagy keressenek masik, a témahoz illé videot.

o Miel6tt belekezdenek a szamolasba, allitsak be a szamologépet: (oN) MEN (1] v (3) (3) (2
o A tanuldk ismerjék az exponencialis és a logaritmus fuggvény fogalmat, killénodsen a 10* és a logio x
fuggvényeket.

A FELADATOK MEGOLDASAI

Az infografikan lévé tavolsagokat egy vonalzoval a legegyszeribb megmeémi. Ha a GeoGebrat szeretné hasznalni,
akkor importalja a képet a GeoGebraba, és hasznalja a tavolsag fuggveényt.

KA DO AN e
Bl A % & = We -~ &% 1 =
@ A=(13481)
@ B - (1277, -482)
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-1 Lestancia o Longiud
Dos punlos, seqment, poligoie o conics

Sokféle tablazatot lehet késziteni, peldaul:

t t Tavolsag
1,00 -10™s 1,00-107%s 0,62
1,00-10%s 1,00-10™%s 1,56
1,00-10s 1,00-107°s 1,10
1,00-107°s 1,00 -10%s 110
1,00 -10%s 300-10°y 1,13
3,00-10°y 1,00-10°y 1,16
1,00-10°y 1,20 - 10y 1,01

Az els6 dolog, ami szemet szurhat, hogy az idd mértékegységeit keverték. Van, ami masodpercben, és van ami
években van megadva. Ha 0sszehasonlithato értékekkel szeretnénk dolgozni, figgvénykapcsolatot szeretnénk
felimi, akkor az adatokat ugyanabban a mértékegységben kell kifejezni. Valtsunk at minden adatot masodpercre,
ami az Sl id6egysége. Az éveket napokra, a napokat orakra és az orakat masodpercekre valtjuk.

1 év az kb. 31 536 000 masodperc, mely érteket az A memoriaban taroltuk.

Megszorozzuk a tablazat években megadott értékeit a valtoszammal.

BEEXMEM@BXEE 00O EEE6 ) (8] X i) (8] (X] (i) (@) (=)
Ans-oA © ¥ 3% x10BXA 5
31 536 000 9, 460 8x10!2
t t Tavolsag

1,00-10*s 1,00-10%s 062

1,00 -107%s 1,00-10™%s 1,56

1,00-10™s 1,00-107s 1,10

1,00-107°s 1,00 -10%s 1,10

1,00 - 10%s 9,46 - 10%s 1,13

946 -10%s 315-10%s 1,16

315-10%s 378 -10Ys 1,01
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Az latszik, hogy mig az idé (t) hatalmas valtozason megy at, addig a kép egymast kdvetd pontjai kdzotti tavolsag —
az elsé két pont kivételével — gyakorlatilag allando marad:

t t Tavolsag t/ t

1,00 -10™*s 1,00 -107%s 0,62 1,00-10"s

1,00-10%s 1,00-10"%s 1,56 1,00 - 107 s 1,56 /0,62 2,5
1,00-10°s 1,00 -107°s 1,10 1,00 -10°s 1,10 /1,56 07
1,00-10°s 1,00 -10%s 1,10 1,00-10"s 1,10/1,10 1,0
1,00 - 10% s 9,46 - 10*s 113 1,00 - 10 s 1,13/1,10 1,0
946 - 10 s 315-10%s 1,16 946-10°s 113/1,16 1,0
315-10%s 378-10"s 1,01 315-10's 1,01/1,16 09

Ebbdl az kdvetkezik, hogy az infografikan megjelend koncentrikus kérok nem az id6 valtozasa szerint ndvekednek.
Masrészt megfigyelhetd, hogy néhany ndvekedési tényezd oriasi ertékeket vesz fel. Példaul az elsd ket pont kdzotti
novekedési idé 10 nagysagrendul. Ez azt jelenti, hogy ha az elsé pont 0,62 cm-re van Nagy Bumm-tdl, akkor a
masodik pontnak 0,62 - 107 cm tavol kellene lennie. Ez a tavolsag 6,2 - 10** m vagy atvaltva 6,2 - 10%* km.

Annak érdekében, hogy megértsuk, mekkora is ez a tavolsag, megadunk néhany ismert tavolsagot:

« AFold atmérsje: 12 800 km = 1,28 - 10* km

« A Fold—-Hold tavolsag: 384 400 km = 3,84 - 10° km

A Nap-Féld tavolsag: 150 000 000 km = 1,5 - 10° km

« A naprendszer sugara: 4 500 000 000 km = 4,5 - 10° km

o Tavolsag az Alfa Centauritdl: 41,3 - 10% km

o A Tejutrendszer atméréje: 9,5 - 107 km

Az abrazolando tavolsag

6, 2x0ol
9, 5x10l7

6 526, 315 789

kb. 6500-szorosa lenne a Tejutrendszer atmeérdjének. Ekkora papirunk nincsen, tehat kicsinyiteni kellett a
méreteket az infografikan.
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Arany, szazalek

Egyszeru és kamatos kamat?

Az I egyszeri kamat az a jovedelem, amelyet 7' mennyiségu téke ¢ id6 alatt » kamatlab mellett
eredményez (a kamatlabat szoktak p-velis jelolni). A kamatozas lehet éves, havi, vagy akar egynapos is,
a banknal elhelyezett téke és a bank meghirdetett feltételeinek fuggvényében. A bankok altalaban 360
napnak vesznek 1 évet.

U4

Eves kamat Havi kamat Napi kamat
Tt Tt _Ter-t
100 1200 36 000

Ha az egyes befektetési idészakok végén kapott kamatot nem fizetik ki, hanem hozzaadjak a tékéhez és
ujra befektetik, akkor a masodik év végére az elsé évben kapott kamat is kamatozni fog, ezért hivjuk ezt
kamatos kamatnak. Ha a bank altal meghirdetett éves kamatlab 7, és egy évig bent hagyjuk a tékénket,
akkor az elsé év végére a téke
7
7(1+555)

pontosan ugyanugy, mint az egyszeru kamatozas esetében.
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A téke valtozasa 7 év utan lesz jelentSs, mert a teljes téke exponencialisan né:

r n
T(l + 100)

Keress ra az interneten, hogy mi az a ,fogyasztoi arindex” és mi a kézgazdasagi jelentése!

E Hogyan hat a villanyszamlara, ha a fogyasztoi arindex 10%-kal né?

B Ha Kovacs fizetése ebben az évben havi 1020 eurd és a 10%-0s fogyasztoi arindexnek megfelelden felemelik,
akkor mennyi lesz a havi fizetése a kovetkezd évben?

u Szamold ki, mekkorara novekszik a 20 000 € tékéd 4 év alatt, ha a bank évi 2,75% egyszeru kamatot fizet!

B Szamold ki, mekkorara novekszik a 20 000 € tékeéd 4 év alatt, ha a bank évi 5% kamatos kamatot fizet!
Mire kdvetkeztetsz ebbdl?
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A FELADATOK MEGOLDASAI
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PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

¢ Amédia minden év elején kdzzéteszi az eldzd évre vonatkozo fogyasztol arindexet,
amelyet szoktak inflacionak is hivni. A fogyasztol arindexet altalaban szazalékos
formaban adjak meg csakugy, mint a kamatokat, a THM-et, a hozamokat stb.

o A szazalékos értékek kiszamitasa mellett érdemes nagy hangsulyt fektetni arra,
hogy a didkok megismerjek az eléforduld kdzgazdasagi fogalmakat, hiszen ezek

tobbsége mindennapi életunk részét képezik.

* Megkérhetjuk a didkokat, hogy hozzanak otthonrol egy szamlat (pl. villanyszamlat),
amelyen szamos jol feldolgozhato szazalékos értek szerepel. Az egyik

legegyszerlbb az altalanos forgalmi ado, az afa.

.............................................................................. .

Nyitott feladat, a tanar dontheti el, hogy milyen mélységben targyaljak a feladatot.

Az elektromos daram arat szamos tényezé befolyasolhatja, gazar, szocialis kérdések stb., de valoszinileg az inflacio
koruli értékkel fog ndni. Pontos értéket itt sem tudunk meghatarozni.

Ha az 1020 eurds fizetés 10%-kal nd, akkor értéke

A

AL
1020%1, 1

1122

A fizetésemelés nagysaga

A

Ans-=1020
102
Masképp szamolva
A A
1020%0, 1
102

20 000 € 4 éves egyszeru kamata, évi 5%-o0s kamat esetén:

&
1020x%10%

© 5%4
20000%TH5

4 000

20000+4000

24 000

A felkamatozott téke mennyisége 24 000 €.
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vagy maskeéppen

, tehat 102 €.

20000x[ 1+5%4

5x4
100

24 000




20 000 € 4 éves kamatos kamata, évi 5% kamat esetén

U4

20000:-:[ 1+ 00]

24310,12
Tehat a teljes tokénk kb. 24 310,13 € lesz. Ez 310,13 €-val tobb, mint egyszert kamatozas esetén.

Kiegészités:
A szamologép tablazat menujének segitségeével konnyen nyomon koévethetjuk a téke évenkénti valtozasat mindkét
kamatozasi forma esetén.

o B o @
£ (x)=20000%( 1+ g(x)=.00x[1+1_gal"
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) alx)

21000
22050
23152

24310

2
L]
2
3
4

1
2
3
4 24000

Kulondsen izgalmasak lesznek az eredmeények, ha a tablazatot nagyobb értékekre is kiszamitjuk. Példaul 10, 20 és
50 év esetén a kulonbségek sorban 2577, 13 065 és 159 347 €.

%
10

20
S50

f(x) alx)
30000 32577

&
7
g
9

40000| 53065
70000229347
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Szamok

Véges 0sszegek

01

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) kisgyerek volt még, amikor par masodperc alatt megoldotta a
matematikatanar altal kiadott feladatot.

Mennyi az 6sszege az elsd szaz pozitiv egész szamnak?”

Gauss észrevette, hogy az elsé szaz pozitiv egész kozott az elsének (1) és az utolsonak (100) az dsszege
ugyanannyi, mint a masodiknak (2) és az utlso eléttinek (99), és igy tovabb. 50 part tudott képezni, tehat a
szamok dsszege

(1+100) - 50 = 5050

Az dbran ezt az eljarast szemléltetjuk az elsé 12 szam esetén.
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9 4
10 &
11 2
12 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13.12
e o

a) Szamold kil+2+34+4+5+6+7+8+9+ 10+ 11+ 12+ 13.

b) Mennyi az dsszege az elsé 500 pozitiv egész szamnak?

78.

BN Az abran azt lathatjuk, hogy 1-tél 12-ig a szamok ésszege

c) Hasznald a szamologép szumma gombjat a szamolashoz!

d) Altalanositsd a kapott eredményeket!

B Mennyi az ésszege

a) az els6 500 paros szamnak?

b) az elsé 100 3-mal oszthatd szamnak?

c) az elsé 100 négyzetszamnak?

d) az elsé 50 kdbszamnak?

e)8+9+10+...+100 =
fl1-2+3-4+5-6+...+99-100 =

g -44+45-6+...+99-100+101=

h)a2, 4, 8,16, 32, 64, 128... sorozat elsé 20 elemének?
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PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
* Mintakeresés és analogikus gondolkodas egyszeru €s kevésbé egyszeru szamtani
sorozatok 6sszegének kiszamitasahoz.

g
5
kg
e
28
g
S

» Véges dsszegek kiszamitasa a szamologeép, majd zart formula segitségével
szamtani €s mértani sorozatok esetében.
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A FELADATOK MEGOLDASAI

a) Az els6 13 egész szam 6sszege fele a 14 - 13-nak.

1413 _

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13= 5

oL

n-(n+1)
2
jeldljuk S-sel, és az indexben feltuntetjuk, hogy hany szamot adtunk 6ssze.

_n-(n+1)
Sn—i2

b) Az elsé n pozitiv egész dsszege . A szamok &sszegét a szumma (Osszeg) szo elsd betlje alapjan gyakran

500:55731

frhatjuk, hogy vagy

125 250
BxOXEHONCRME00EE

] ]
x(x+1) x(x+1)
2 2

x =5001 12525

c) A b) feladatban 1évé dsszeget kiszamolhatjuk a szumma fgv segitségével is.

g(xﬁ_ﬂ

A

125 250
d) Az a,;...a, elemeket tartalmazo szamtani sorozat dsszege:
(a,+a)
S — . 1 n
n n 2
vt B A
3 (22 ) o
a) |2= azaz pont az elsé 500 egész szam kétszerese.
250 500

Megjegyzés: 2+ 4+ 6 + ... +1000 = 2 (1 +2+3+...+500)=2~w=250 500.
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a4
[_
%“ b) T @ [y
5 pHERS
(%) 15150
g Megjegyzés: 3+6+9+...+300=3-(1+2+3+...+100)=3~100%=15 150.
\0 )
C [ ] 2
é g(xz)
5 338 350
9 Megjegyzeés: Belathato, hogy 17 +2° + 3%+ ... + n* = ”'(Hl)g @n+1),
< d) T B A
5 (x)
162562 ,
Megjegyzés: Belathato, hogy 17+ 22+ 3%+ ... + n* = <%) .
e) o @ Iy
g(x)
502
Megjegyzés:
8+9+10+4...+100=(1+243+...+100) = (1+2+43+4+5+6+7) = 1002101 —728 = 5050 — 28 = 5022
f) T B [y
—1 ya+l
2 (-1)*1x)
-50

Megjegyzés: Sokkal révidebben célt ériink, ha parosaval zardjelezzuk a tagokat.
1-2+43-4+5-6+...+99-100=(1-2)+(3—4)+... + (99 —100) =—50.

g) Vo W ry
P ((-1r*1x)
=4

49
Megjegyzés: Akar az f) feladat eredményébdl is szamolhatunk, de most is célt érunk, ha parosaval zarojelezzuik a
tagokat.
—44+5—-6+...+99-100+101 = (—4+5)+(—6+7)+... + (=100 + 101) = 49.
h) o B Iy
5 (29)

2097150
Megjegyzés: 2!+ 22 +2° + ... + 2% =2 -2 =2 097 152.

h) 2*° = 1 048 576
2%° =1 073 741 824
2% = 8589934 592
2% = .

vor @
282 *

Vo @
Matematikai HIBA

[AC]1 :Mégsem
mar tul van a szamoldgeép képességein, [L41[»1:Ugras

8, 749 002 899x10°°

2333
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Szamok

Pascal-haromszog

02

A Pascal- (vagy Tartaglia-) haromszog a kévetkezé elrendezésti. A legfelsd elem 1, alatta helyezkedik el 1 és
1, majd minden sorban eggyel tébb szam 4ll, és az egyes szamok a felettik lévé két szam 6sszege.

A Pascal-haromszognek szamos érdekes tulajdonsaga van. 1

¢ A masodik atlés sorban a pozitiv egész szamok sorozata all: 1 1
1;2;3,45; ..
¢ A harmadik atlés sorban a haromszdgszamok sorozata all:
1; 3; 6; 10; ...
¢ Az egyes sorokba irt szamok 6sszege a megfelelé kettéhatvany:
1;2;4; 8; 16; 32; ...
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Tekintsuk a paratlan szamokbdl allé kdvetkezé szampiramist:

1

n Hanyadik sor elemeinek az &sszege lesz 29 7917

B Melyik szam &ll a 6. sor elsé helyén? Es a 100. sor elsé helyén? Altalanosits!

B Melyik szam &ll a 6. sor utolso helyén? Es a 100. sor utolso helyén? Altalanosits!

n Melyik szam &ll a 6. sor kdzépsé helyén? Es a 100. sor kdzépsé helyén? Altalanosits!
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o Szabalyok felismerése és altalanositas.

ALGEBRA és GEOMETRIA

¢ Masodrendu szamtani sorozatok és kdbszamok sorozatanak tanulmanyozasa.

¢ A szamologép statisztika menujének hasznalata, és a regresszios egyenes, mint
D e i .t e 410 e A kozehtes .
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A FELADATOK MEGOLDASAI

Szamoljuk ki az egyes sorok Osszegeét: 1 1
Vegyuk észre, hogy a sorok dsszegel éppen a sor szamanak
kobei, azaz 1% 2% 3% 4% 5% . n’. 3 5 8
A kérdés tehat az, hogy melyik szamnak a kobe 29 7917
o mey 7 19 |1 27
3 Vo @ )
V2071 13 | 15 | 17 | 19 64
31 21 | 23 | 25 | 27 | 29 |125
A keresett sor tehat a 31.

Ez természetesen nem bizonyitas, hanem csak megérzésen
alapuld szamitas.

Megjegyzés:

Ha bizonyitani szeretnénk az allitast, akkor hosszabb utat kell bejarnunk. Ha a mezd&ket sorban megszamozzuk,
akkor az elsé sor elsd sorszama 1, a masodik sor elsé sorszama 1 + 1 = 2, a harmadik soré 1 + 2 + 1, a negyediké

142+ 3+ 1stb, a szamok &sszegével azonban mar egy korabbi feladat soran megismerkedtunk. Az 7. sor elsé
(n=1)n

sorszama az elézd n — 1. sor 6sszes eleme utani elsd, tehat 5 +1.

Minden elem a kévetkezé dsszefliggésben all a mezd sorszamaval. A 7. mezdben a 27 — 1 paratlan szam all.
—-1)- —-1)-

Az (n%+1. mezében a 2((712)71+1>_ 1=(n-1)n+1=n"—n+1szamal

Az 1. sorban éppen 7 db szam all és az utolso eleme (n—1)-z+14+2-(n—1)=(n—1)(n+2)+1=n"+n—1.

(P —n+1)+n*+n-1) .. 242 _ 7
2 - 2 7

A 6. sor els6 helyén a 31 all. Ha megnézzuk az 1; 3; 7; 13; 21; ... sorozatot, azt lathatjuk, hogy két egymas utan
kovetkezd elem kulonbsége 2; 4; 6; 8; ... Azokat a sorozatokat, ahol az egymas utani elemek kuldonbsége szamtani
sorozatot alkot, masodrendu szamtani sorozatnak nevezzuk. Az 7. sor els6 elemének meghatarozasat lasd az

1. pont megjegyzésében, a végeredmeény n® — n +1. A 100. sor elsé eleme tehat 9901.

A szamok Osszege az 7. sorban 7 -
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A 6. sor utolso helyén a 41 all. Ha megnézzuk az 1; 5; 11; 19; 29; ... sorozatot, azt lathatjuk, hogy két egymas utan
kovetkezd elem killonbsége 4; 6; 8; 10 ..., tehat ezek is masodrendu szamtani sorozatot alkotnak. Az 7. sor utolso

elemének meghatdrozasat lasd az 1. pont megjegyzésében, a végeredmeny n* + n —1. A 100. sor utolso eleme
tehat 10 099.

A kozépsd elem nyilvan az elsé és utolsd elem atlaga, tehat éppen 72

Ha tudjuk, hogy a masodrendu szamtani sorozatok masodfoku fuggvennyel irhatok le, akkor nagyon konnyt
dolgunk van.

Valasszuk a szamologépen a 6. szamu statisztika menut, majd azon belul a 3. pontot, a masodfoku gorbe illesztését.

Masodfoku gorbet 3 pont hataroz meg. Az elsé 3 hely és érték megadasa utan nyomjuk meg az (4] gombokat,
€s a szamologép kil’rja a megfeleld polinomot.

)
uAMPAJEY ||, e
g X¥ 4 3 J OO I - o

6:Statisztika

Ez persze a korabban kiszamitott n—n+1 polinom lesz.

Hasonldan szamolhatjuk az 7. sor utolso elemét is. A gombbal visszatérhetlnk az adatok megadasahoz,

b4 »

y-a+hm_::l¢2
b

1
2
3 c=1

-

1
I

1
2
3
4

és az n° 4+ n — 1 polinomot kapjuk.

I
[ 4
[
L)
>3
O
i
O
72]
X
<
(a4
/M
)
O
_
<




3
(2
[—
L
>,
O
0
O
(2]
X3
<
(2
M
]
O
|
<

Fi

Espantola de

Sociedades de
® Profesores de

Szamok

Haromszogek és 0sszegek

03

Koénnyen meglehet, hogy nem is olyan régen, gyermekkorodban volt olyan épitdjatékod, amelyikben
haromszog alaku elemek voltak. Ha megvan még valahol a padlason vagy a szekrény mélyén, akkor
konnyen illusztralhatod a kovetkezd foglalkozast. Akkor sincs azonban baj, ha nem volt ilyen jatékod
vagy az idék soran mar megvaltal téle. Nyugodtan helyettesitheted a haromszdgeket gyufaszalakkal,
fogpiszkalokkal vagy barmilyen hasonlo eszkézzel.

n Rajzold le a fuzetedbe az dbran lévé haromszogek sorozatanak elsé ot tagjat.

3 4 5

) Egeészitsd ki a tablazatot a kis haromszogek szamaval,

n 1 2 3
A)l 1 4 9

N
S
o
~

Beszéld meg a padtarsaddal, hogyan szamoltad meg a haromszogeket!

B Szamold meg, hogy az egyes lépésekben hany haromszoget adtunk a korabbiakhoz! Altalanosits!

n Latsz valamilyen dsszefliggést az an» és az A» sorozat elemei k6zott? Ha igen, akkor milyet?
) Az el6z6 észrevételek alapjan hatarozd meg Ass, Ai y Ais. értékét!

B Foglalkozzunk most azzal, hogy hany oldala van a haromszégeknek, azaz hany gyufaszalat kellett hasznalni
az elsé mintak kirakasahoz. Hany gyufaszal kell a tizedikhez?

ederacion
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SZAMOLOGEP
CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonlo

AJANLOTT EVFOLYAM
8-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

* Amikor a tanulok azt a feladatot kapjak, hogy szamlaljak le az egyes lépések soran
kapott haromszdgeket, elébb vagy utobb csak az uj sor elemeinek szamat adjak
hozza az el6zd lépésben kapott értékhez.

z
g
e
g
g
g

o Atanulok felfedezhetik a 74 (27 — 1)=n® dsszefuggeést. A tevékenységek soran a
felfedezést alatamaszthatjak, hasznalhatjak és be is bizonyithatjak..

¢ A szumma gomb és szamolasi technikak hasznalata.
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Az elézd dsszefuggeés alapjan An = An-1 + an, azaz An = An1+ 2n — 1. Ezért Ais, Ay és Ayg kdnnyen szamolhatd
dsszegként. Ezek természetesen 15 162 és 18°

Vo 0 Y ] Y v 0 Y
Elcax-n Elczx-n i&](ax-n

22 25 32

A haromszdgek oldalainak szamat, azaz a szukseges gyufaszalak szamat egy egyszeru 3-mal valo szorzas adja.

Kiegészités: Gondolkozzunk visszafelé! Két egymas utani négyzetszam kulénbsége
(n+1P—n’=n"+2n+1—n"=2n+1,

ami tényleg paratlan szam, és természetesen visszafelé is mikodik. Az 7-dik négyzetszamhoz (72) az 7 + 1-dik
paratlan szamot (27 + 1) adva, a kdvetkezd négyzetszamot kapjuk.

Példaul:

0?+1=1=1°
1°+3=4=2°
22+5=9=3%°
P +7=16=4°

7+ (2n+1)=(n+1)



Szamok

Kocka piramisok

04

A térben 1évé testek esetén is szamos
érdekességet vehetlink észre. Nézzuk meg az
abrat!

Az elsé kis piramis 2 kocka magas és 4 kockabol
all (3 + 1). A mogotte 1évé masodik piramis 4
kocka magas és 16 kis kockabol all (7 + 5 + 3 + 1).

Minden kovetkezd piramis 2 kockaval magasabb,
az utolso 10 kocka magas lesz. Innen kezdve a
piramisok magassaga szimmetrikusan csokken,
azaz rendre 8, 6, 4 és 2 lesz.
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EY Hany kis kockabdl lehet felépiten a leirt 10 kocka magas testet?

B Hany kis kockabol lehet megépiteni egy hasonld, de 50 kocka magas piramist?
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SZAMOLOGEP
CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonlo

: * AJANLOTT EVFOLYAM
9-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
o Térlatas és szamolas, analogikus gondolkozas és altalanositas fejlesztésére.

ALGEBRA és GEOMETRIA

¢ A szumma gomb és szamolasi technikak hasznalata.

A FELADATOK MEGOLDASAI

......... e e e e e

s, 6

22+42+62+82+102+82+62+42+22=4+16+36+64+100+64+36+ 16+ 4 =340
kis kockabdl all. Ugyanez szamologéppel:
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o casio

Az elso, 2 kocka magas kis piramis 6sszesen
4 kockabol &ll (4 = 2°)

A masodik, 4 kocka magas piramis 16 kockabal all
(16 = 4%)

Azt lathatjuk, hogy az 7 kocka magas rész éppen 7°
kockabdl all. Ha ezt a gondolatmenetet folytatjuk, akkor
arra jutunk, hogy a teljes épitmény

[AC] 4 Iy
2. (2]
x)gi((zx) )+2 (2x)b
340

Az 50 kocka magas épitmeény elemeit kézzel, vagy fejben dsszeadni embert probalo W B 4 .
feladat, de a szamologépnek meg sem kottyan. g ((2x)?) +§‘I( (2x) P
Csipetnyi gondolkodas utan adja a valaszt. 41 700

Kiegészités: Hasznaljuk fel, hogy a négyzetszamok dsszege 1-tél 7z -ig

Z":Z.zz n~(n+1)~(2n+1).

6
Szamoljuk ki, azaz irjuk fel z figgvényében a 27 kocka magas hasonloan épitett testhez szukséges kis kockak szamat.

6
2 -n~[(n+1)-(2n+1)+(n—1)-(2n—1)]=%-n~[2n2+3n+1+2n2—3n+1]:lvn~(4n2+2):

i(zi)2+§(2i)2=4-ii2+4-§i2=4‘”'(Hl)g(zn”) 44 2= nQn=1)

W

Ellendrzésként helyettesitsuk be a megfeleld értéket. Ne feledjuk, hogy 10 kocka magas test esetén z = 5 és 50
kocka magas test esetén n = 25.

M i B A M Vil B A
%xs:-:( 2x52+1) %xzsx( 2%252+1)

340 41 700

Természetesen ugyanazokat az értékeket kapjuk, mint a szumma fuggvény hasznalataval.




Tudod, mik a fraktalok?
A Cantor-halmaz

05
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A Wikipédia magyar nyelvu oldala szerint: ,A fraktalok matematikai definicidjardl egyeldre nincs végleges
megdllapodas a szakirodalomban. Tobb lehetséges matematikai ut is kindlkozik (ezek kéztil két-hdrom
alapelgondolds Iépte tul a vitairat szintet), azonban egyik sem fedi le teljes egészében az 6sszes olyan
péeldat, amelyeket a ktilonféle tertileteken dolgozo szakemberek is fraktdlnak tartanak, de nem is zdrjak ki
az osszes olyan fogalmat, amelyek fraktdlként valo tanulmanyozdsa nem bir érdekességgel.”

Altalaban valamely é&nmagat egyre kisebb méretben, nem periodikusan ismétlé alakzatot szoktak fraktal-
nak gondolni. Valami olyasmit, mint a képen lathaté brokkoli.

A Cantor-halmaz az egyik legegyszertbb felépitésti
halmaz, amely fraktal. Georg Cantor konstrualta 1883- 1 Kiindulasi szakasz
ban. Kezdetnek vegyunk egy szakaszt, majd hagyjuk

1
3

el a kézépsd harmadat. A két megmarado szakasznak 1. 1épés
is hagyjuk el a ko6zépsé harmadat, majd a keletkezett 1
négy szakasznak is, €s igy tovabb a végtelenségig. Az 9 . 2.1épés

abran a konstrukcio elsé két 1épése lathato.

Rajzold meg a Cantor-halmaz létrehozasa soran az els¢ ot lépést!

) 2) Toltsd ki a tablazatot!

Héanyadik lépés

Szakaszok szama

Egy szakasz hossza

[CIENIFCI= N
g|oo Sl»—‘ (o] ()]

A szakaszok 6sszhossza

b) Milyen &sszeflugést latsz a szakaszok szamanak sorozataban?
Milyen Osszefuggeést latsz a keletkezd egyes szakaszok hosszaban?
Milyen 6sszefuggeést latsz a szakaszok 0sszhosszaban?

c) Osszhangban vannak a szamitasi eredményeitek az elsé kérdésnél rajzolt halmazokkal?

Federacidn

Espafiola de
Sociedades de
& Profesores de

Matemdticas



SZAMOLOGEP

CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonlo

AJANLOTT EVFOLYAM

9-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

o Egyszeru szabalyok és Osszefuggesek felfedezese, valamint a geometria és az
algebra kapcsolata.
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» A szumma gomb és szamolasi technikak hasznalata.

o casio B

A FELADATOK MEGOLDASAI

..... e e e e e

B ..... e e e e e

a) Az elsd sort akar fejben is kitdlthetjuk, hiszen csak 2-vel kell szorozni. Szamoldgépet hasznalva is egyszerU, ha

hasznaljuk az gombot.

@23 X (2= B =
2 * Ansx2 * Ansx2 * Ansx2
2 8 16
Hasonloan tolthetjuk ki a masodik sort is, hiszen minden elhagyott szakasz hossza éppen harmada az el6zd
lépésben elhagyott szakasznak.
OEcEE XOEGEE B B
1 7 * i * e * i
3 Ansx§ Ansx§ Ansx§
1] 1] 1 A
3 9 27 81
Az 6sszes megmarado szakasz hosszanak 6sszege tehat minden lépésben 2/3-a lesz az elézd lépésben kapott
hossznak.
AEBE X@2EEE = =
g #w ¢ 5 B g
3 Ansx§ ADSX§ ADSX§
2 4 8 16
3 9 27 81

Hanyadik 1épés

Szakaszok szama

Egy szakasz hossza

A megmaradé szakaszok
osszhossza
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b) A tablazat és az eljaras alapjan most mar konnyu felirni a sorozatok altalanos tagjat.

A Z-adik 1épés utan a keletkezd szakaszok szama 2t

Egy-egy keletkezett szakasz hossza (%)k
A keletkezett szakaszok 6sszhossza (%)k

Hanyadik 1épés

Szakaszok szama

Egy szakasz hossza

A megmarado szakaszok
osszhossza

Ols (o]~ N )
Ql’loo glp o | &

c) Ha ismerjuk a tablazat kitoltésének szabalyat, akkor szamos mas modon is kiszamolhatjuk az egyes értékeket.

Kiegészités:

Foglaljunk éssze tobb utasitast is egyetlen sorba, és hasznaljuk az x valtozot. Az utasitasokat a piros: ([P (&) jellel
tudjuk elvalasztani egymastol.

Mielétt nekikezdenénk a szamolasnak, taroljuk az x valtozdban az 1 értéket.

EB]GR]ET)

o O Iy
1-x

1

A szamolas menete a kdvetkezd. frjuk be a parancsokat sorban egymas utan, kettésponttal elvalasztva, majd a
veégén noveljuk meg x értékét 1-gyel.

QEEEEEOEEHH®E®EN(ECRIEE
® ]I &) & (3 x) ) [@ 9 (@)

e B i A
2”?[—%—] ixtlox

Ezek utan csupan az = jelet kell nyomogatni, és a szamologép sorban kilrja a mértani sorozatok soron kévetkezd
értékeit.

= = = =
Vo @ A Vo B A Vo @ A Vo @ A
o Wi [ 2]?‘ x+1-x
= “
3 1 3 >
3 3 2
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I Milyen mas fraktalok léteznek?

n Az 1 dimenzids Cantor-halmaz megismerése utan lépjunk ki a sikba. Sierpinski-haromszoget tetszéleges
haromszogbdl készithetink, ha minden 1épésben elhagyjuk a haromszog(ek) oldalfelezd pontjai altal alkotott
haromszoget, illetve haromszogeket. A rajzon egy szabalyos haromszogbdl kiindulva latjuk a Sierpinski-
haromszog készitésének elsd négy lépését.

Kiindulas 1. 1épés 2. 1épés 3. lépés 4. 1épés

A
AA
A A

Hanyadik 1épés

A haromszogek szama

Egy haromszog tertilete

A kozelité alakzat 6ssztertilete

B A Menger-szivacs meég egy lépéssel tovabbmegy, a kétdimenzids haromszég utan a haromdimenzios kocka
lesz a kiindulasi alakzat. Osszunk fel minden kockat 3 X 3 x 3 kisebb kockara, és hagyjuk el a kocka kdzepén
keletkez6 kis kockat, valamint a lapok kdzéppontjaban lévé kis kockakat.

Kiindulasi kocka 1.1épés 2. lépés 3. 1épés 41épés

Legyen a kiindulasi kocka éleinek hossza 1 (térfogata 1), és toltsd ki a tablazatot az elsé 8 1épésben kapott
értékekkel!

Hanyadik 1épés

Kockak szama

Az egyes kockak térfogata

A maradék test térfogata
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Fraktalok a hopelyheken

A Koch-gorbe

06

Helge von Koch svéd matematikus 1904-ben harom egyenlé részre osztott egy szakaszt, és a kdzépsoét egy
olyan szabalyos haromszog masik két oldalaval helyettesitette, amelynek egy-egy oldala éppen akkora
volt, mint az elhagyott k6zépsd szakasz hossza. Az eljarast végtelen sokszor ismételve egy szakaszokbol
allo alakzatot, az ugynevezett Koch-gorbét kapjuk.

"N A

Ha az eljarast egy szabdlyos haromszog oldalain végezzuk el, akkor a Koch-féle hopelyhet kapjuk.

Kiinduldsi haromszog n=1 : n=2 : n=3 :

Rajzold meg a harmadik lépést!
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Lépés

Szakaszok szama

Egy szakasz hossza

A szakaszok osszhossza

a) Az elsé par érték leszamolasa utan talald meg a szabalyt az egyes esetekben, amely megadja a tablazat
elemeit a 4-adik 1épés utan!

b) Hasonlitanak a kapott szabalyok a korabbiakra?
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CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonlo

AJANLOTT EVFOLYAM
9-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
¢ A tanulok dsszekapcsolhatjak a manipultiv (rajzolt) és a szamitott eredményeiket.
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¢ A tanulok kévetkeztethetnek a korabbi feladatok alapjan.

« A tablazat elemeit lehet soronként vagy egyben is szamolni.

© casio B

A FELADATOK MEGOLDASAI

Hasonloan a korabbi feladathoz, taroljuk az x = 1 értéket. Az egyes formulakat az el6zé feladathoz hasonldan
kettésponttal valasztottuk el.

=
=
o
=
=

[Ell—-

@

@
®y

Em
Z[C)

HE
H
&
B
B

A formulak beirasa utan az (=) gombot nyomogatva sorban kitélthetjuk a tablazat elemeit.

= = B =
] A O & B A O Vo @ A @ V& B A
A ne [4]" x+1%
! 4
. 1 '3 4
3 3 2

Lépés

Szakaszok szama

Egy szakasz hossza

A szakaszok 6sszhossza
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06

| Kiegészités

Rajzold meg a masodik lépésben kapott Koch-féle hopelyhet!
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B Toltsd ki a tablazatot, ha egyseg oldalu szabalyos haromszdgbdl indulunk ki!

Lépések

Elek szama

Egy él hossza

Az alakzat kerulete

Az uj haromszégek szama

a) Az elsé par érték leszamoldasa utan taldld meg a szabalyt az egyes esetekben, amely megadja a tablazat
elemeit a 4£-adik lépés utan!

b) A kapott szabalyok hasonlitanak a korabban mar latottakra?

c) Hogyan valtozik a kerulet, ha nd a lépések szama?

B Hogyan valtozik a hopehely tertlete? Szamold ki a hopehely teruletét a 0. és az 1. 1épés utan! Ugyanugy
valtozik a kerUlet, mint a tertlet? Lasd be a sejtésed!

Esyaﬂo!a de
Sociedades de
Profesores de

Matemdticas



Probléma
Milyen magas egy Pitagorasz-fa?

Elete elsé évében a Pitagorasz-fa csak egy torzset
noveszt, amely egy négyzet.

Elete masodik évében a Pitagorasz-fa egy egyenld

szaru derékszogu haromszoget noveszt a torzs tetejére
ugy, hogy az atfogo illeszkedjen a négyzet felso élére,
valamint ennek a haromszognek a befogdin egy-egy

négyzet nod.

Ez a névekedés ismétlédik évrdl évre, azaz minden
agvégen egy arra atfogojaval illeszkedé egyenld szaru
derékszogu haromszog né és azok befogdin egy-egy
négyzet.

Tegylk fel, hogy az elsé négyzet oldala 1 m. Szamitsd
ki, milyen magas lesz a fa 4 év és 16 év mulval!
Altalanositsd a kapott eredményt!

A lenti dbran egy hatéves Pitagorasz-fa lathato. A fa magassaga 4 év utan az AE szakasz hosszaval egyezik meg.

A fa évrdl évre a kdvetkezd szakaszok hosszaval lesz magasabb.

AB, BC, CD, DE, EF , FG , ..
A szakaszok hossza rendre:

Ha n =1; 2; 3 vagy 4, akkor tehat a Pitagorasz-fa magassagalm; 2m; 25 més3m.

Az altalanos esetben érdemes kuldnvalasztani a paros €s paratlan éveket, kapjuk hogy
G

Hz,,_1=2-(1+l+l+...+—%=r) _E’%’r

2 4 2 F
E
|
[{2,1-2-(1+%+%+ +§%—f) D
C
H,=2 (1+%)=3m
B
- 1
["116=["[2»8=2'(Z§F1')
x=1
A

Ezért 16 év utan a fa magassaga kb. 3,985 m, kevesebb, mint 4 méter.
1
2"::% [ 2+ ]

Mit gondolsz, tul fogja néni a fa a 4 méteres magassagot?

3, 984 375
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0‘7 | A Fibonacci-sorozat
Az aranymetszés

Az AB szakaszt egy belsé E pontja az Af‘_és az EB szakaszra osztja. Azt mondjuk, hogy az E pont az
aranymetszés aranyai szerint osztja az 4B szakaszt, ha

A ® szamot az aranymetszés szamanak vagy az aranyanak is szoktak nevezni.
Az AB szakaszt az aranymetszés aranyaban oszto E pont szerkesztésének 1épései:

1. Vegytik fel az 4B szakaszra merélegesen a BC szakaszt ugy, hogy BC = %A_B.
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_ C
2. Rajzoljuk meg az AC szakaszt.
3. Huzzunk Ckorul BC sugarral kérivet, az iv és AC metszéspontja D
legyen D.
4. Huzzunk A kérul 4D sugarral korivet, az iv és az AB szakasz
metszéspontja lesz a keresett E pont.
L
Ellendrizhetd, hogy <2 AB AE - ¢, ahol ¢ = L+Y5 V5 —_— !
AE ~ EB g A E B

Lasd be az aranymetszés kdvetkezd tulajdonsagait!

n A ®szdm az x° — x — 1 = 0 egyenlet pozitiv gydke.
B lgazold, hogy ®* =1+ 0 és L = & — 1.

)

B A ® szam hatvanyai Fibonacci tipusu sorozatot adnak, azaz ®"*2 = "' + ®" minden n > 1 természetes szamra.

n lim/1+/1+v1+V1+. = @
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AJANLOTT EVFOLYAM

9-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

o Ezt a leckét a gyokvonas és az irracionalis szamok, valamint a masodfoku
egyenletek gyakorlasahoz javasoljuk.

07 | Az aranymetszss

e

ALGEBRA és GEOMETRIA

® ST — » Javasoljuk, hogy forditson figyelmet a szamologeép kulonbdzéd memoridinak
hasznalatara, valamint az egyenletek és fuggveények kezelésére.

o casio B

A FELADATOK MEGOLDASAI

Lépjen be az Egyenlet/Fliggvény menupontba és valassza a masodfoku egyenletet.

e ® @ ® El 2 2
1:Szimult egyenl | [Polinom :
ﬂ 2:Polinom Foka?
EgyenletlFﬁ v 2~4 valaszt
Adjuk meg a masodfoku egyenlet egyutthatoit:
WE E] WE E] UE & B
v M_ virB8 i Th
axzmx*c xz 'l-b X+C"0 ax2+bx+c=0
Ix2- Ix X1= Xz=
1+{5 1-{5
-1 2 2
Ha a végeredmeényt tizedes tort alakban akarja megkapni, akkor nyomja meg az gombot.
W_ s T v W_ s T VA
ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
X1= Xz=
1, 618033989 -0, 6180339887

Valasszuk ki a szamologép mentit s taroljuk az aranymetszés aranyszamat az A memoriaban.

(weng) (13 -E]-.@G)@.-
I‘f"'i I oo Ans—»ﬁ

_V'Ld_d_al 1+{5
1:Szamol ogép 2
Ellendrizzik az A° = A + 1 fennallasat.
= A=
W vor@ A W_ @
A2 A+1
3+{5 3+{5
2 2

Hasonldan ellendrizhetjuk, hogy Lesd-1is egyenlé.
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Azt mar lattuk, hogy @* = 1 + @, és innen mar konnyen kdvetkezik, hogy a ® hatvanyai Fibonacci tipusu sorozatot
alkotnak.

[0}

P =1+0

=0 d=(1+0) =0+’
=D =(0-) O =0*+0°

$n+2 - ¢n+1 + "

Ha ellendrizni akarjuk, hogy lim./1+v1+v1+v1.. = ®, akkkor hajtsuk végre a kdvetkezd rekurziv szamolast:
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wWOHOHEOE (= () &y &
M__ v A M__ /&8 A
1+41 {1+Ans
12 1, 55377397

Az eljarast ismeételve az aranymetszés aranyanak jo kozelitését kapjuk.

@@@@@@@E}E}E}E}E}E}E}E}E}E}E}
41+Ans

1, 618033989

Ez az eljaras nem bizonyitja az allitast, csak illusztralja és segitséget ad a megértéshez.

Hasonloan jarhatunk el, mint az el6zd esetben.

OEOEOE E]..E]@.E]

i| Vi B A M i’PB

T+1 . 1+40s

2] 3

B8 EEE8EEEEEEEEEEEEEEEEE

W ver@ A

i
1+%ns
1, 618033989
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Rekurziv sorozatok

Aranymetszés és tarsai

08

Az aranymetszés viszonylag koézismert, hiszen elé6fordul a zenében, szobraszatban, épitészetben,
festészetben... és a matematikaban is. Ha egy szamsorozat egymast kdveté tagjai egy bizonyos megadott
aranyban allnak egymassal, akkor azt mondjuk, hogy aranymetszést alkotnak, és az aranyt (@ = 1,618)
magat szoktak arany szamnak is nevezni.

Mas, kevésbé ismert sorozatok is adhatnak fix aranyokat, amelyeket mas fémekrél neveztek el.

n Az 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; ... sorozat elemeire igaz, hogy dn+1 = adn + an-1. Szdmold ki az ”a”;l hanyadosokat!
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E Szamold ki az 1. feladatban megadott sorozat elsé 25-30 elemét és az egymast kovetd elemek hanyadosat.
Hasonlitsd dssze az eredményedet a szomszeédoddal!

B Valtoztassunk egy kicsit az elézd sorozaton. Legyen a1 = 3 €s g2 = 7, €és minden tovabbi esetben

anv = dn + 2an1. Szamold ki a sorozat elsd 31 elemét, és ellendrizd, hogy az ”a”;l tort értéke korulbelll 2!
(Ezt szoktak réz szamnak is nevezni: o, = 2.)

n Vizsgald meg az ”a”;l arany viselkedését, ha a1 = 4, a2 = 9, és minden tovabbi esetben a» +1 = 2an + an - 1.

Elendrizd, hogy az ezust aranyt katad-e!

B Valassz kilonbozd b1 és b szamokat, €s a bn +1 = 3bn + bn - 1 rekurziét. Ellendrizd, hogy a 27+ arany a bronz
aranyt adja! bn

B Hasznald a &n + 1 = bn + 3bx - 1 rekurzidt és ellendrizd két tetszdleges kiindulasi elem esetén, hogy egy Uj, a
korabbiaktol eltérd aranyszamot kapsz-e!

Legyen ai =5, a2 =1, és arekurzid an+1=2an+ 2a» - 1. Ellendrizd, hogy az aranyszam a platina aranyt adja-e!

B Altalanositsd a kapott eredményeket és 1asd be, hogy az egymast kdvetd elemek ardnya nem fligg a két elsd
elemtdl, azt pusztan a rekurzidban szerepld szamok hatarozzak meg.

B Oldd meg az x* — px — g = 0 masodfoku egyenletet, ahol p és g pozitiv egész szamok. Legyenek a gyokei x;,
és x,, és vizsgald meg az (x,)' és az (x,)' mértani sorozatokat!

Vegyuk észre, hogy a bronz és a nikkel aranynak ugyanaz a tortrésze, azaz a tizedesvesszd utan allo része. Meg
tudod allapitani, hogy milyen kézds tulajdonsag okozza ezt az egyezést?
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* A tanulok sorozatok elemeit szamolva szamokkal €s szimbolikus kifejezesekkel
szamolhatnak.

O8] ranymetezés és tarsai

ALGEBRA és GEOMETRIA

e SzervezzUk ugy a feladatok végrehajtasat, hogy a tanulok a konkrét szamitasok
soran vegyek észre a mintakat, szabalyossagokat.

* A feladat célja, hogy a didkok megtanuljak hasznalni a szamologép tablazatkezeld
S o funkciojat és talalkozzanak irracionalis szamokkal.
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« Eszrevehetjik, hogy a kiindulasi elemektdl fliggetlentil, pusztan az a» + 1 = p - an+ g - an-1rekurzios egyenletben
szerepld p és g szamoktol fuggnek a kapott aranyok.

Név P q Erték

Arany 1 1 ® = G- % ~ 161803398874988
Eziist 2 1 O4g=1++/2 = 2,414213562
Bronz 3 1 op,= -+ ‘/_ ~ 3302775638

Réz 1 2 Oeu=2

Nikkel 1 3 o= 2 ‘/_ ~ 2,302775638
Platina 2 2 op:=1++/3 = 2732050808

A feladat soran sokszor fogjuk hasznalni a Szamolotabla és az Egyenlet/Fuggvény mentit.

A FELADATOK MEGOLDASAI

Lépjunk be a Szamolotabla mentbe.

()

frjuk be az 1 értéket az Al mezébe majd terjesszik ki az Al + 1 utasitast az A1:A20 mez&kre.

DE o (0 EN@IBtIBIABICICICICICICINIE

)
1:Kitolt képlet | |Kitdlt képlet
2:Kitolt értékkel Képlet-Al-l-l

] 3:Cella szerkeszt tA20
4:Szabad teriilet
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Ezzel kitoltottuk az A1:A20 mezdket.

Térjink ra a masodik oszlop kitoltésére. frjuk be az 1 értéket a B1 és a B2 mezdbe.

OO0

—

Az el6zéhoz hasonloan terjesszuk ki a B14+B2 parancsot a B3:B20 mezdkre.

oPT @ S D BHEN R @OEE®E®E®®®E 2 0EE

Kitolt képlet  [Kitélt képlet
Kitolt ertekkel| Keplot=B1+B2
S
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ella szerkeszt
zabad teriilet

1 597

JE. ,, . .. Aan+1 . .
Allitsuk el az egymas utani elemek a—; hanyadosat a C oszlopban.

OPTN @ () £+ (2] () (i) (oo (D (B

1:Kitolt képlet  [Kitélt képlet
2:Kito6lt ertekkel| |Keplet=B2+Bl
3:Cella szerkeszt| [Tartom:Cl:C20}
4:Szabad teriilet

Nyitott feladat.

Modositsuk a tablazatot!

Legyen Bl és B2 eleme 3 és 7. A rekurzio pedig B3 egyenld B2+2B1.

Kitolt képlet
Képlet=B2+2B1
Tartom:B3:B30

A tartalmakat modositva lathatjuk, hogy a hanyados értéke gyakorlatilag 2, azaz ebben az esetben az aa”:

hanyados értéke koérulbelll a réz arany.

A feladatnak megfeleléen ismét modositva a tablazatot,

s d444
ﬁwss 5,415

- . :'_ w = i)
1,2 12.41427
19]2,9:e7 [2.4
201 Txw?
2,414 2:13 562

A kapott szam az ezust arany.



Ebben az esetben

:13: e
é.'“é’o%s 638

A kapott szam a bronz arany.

Nyitott feladat, a tanar dontheti el, hogy milyen mélységben targyaljak a feladatot.
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.............................................................................. .

Ebben az esetben
o

E C
Tia08]2, 75211
iee] 3
Lical

T i2]
2, é"ﬁs 923

Es ez éppen a platina arany.

Nyitott feladat, a tanar dontheti el, hogy milyen mélységben targyaljak a feladatot.

Nyitott feladat, a tanar dontheti el, hogy milyen mélységben targyaljak a feladatot.

Nyitott feladat, a tanar dontheti el, hogy milyen mélységben targyaljak a feladatot.
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Osszefliggés a haromszog oldalai és szdgei kdzott

A koszinusztétel

09

A térképkeészités, idegen széval topografia vagy a navigacio soran sokszor kell haromszogek oldalait

vagy szogeit kiszamitani valamilyen ismert adatok alapjan. A gyakorlati életben hasznaltak szerkesztési
eljarasokat és méréseket, illetve trigonometrikus egyenleteket — szinusz- és koszinusztételt — a haromszég
ismeretlen adatainak a meghatarozasara. A térképkészités, idegen szdval topografia vagy a navigacié soran
sokszor kell haromszdgek oldalait vagy szdgeit kiszamitani valamilyen ismert adatok alapjan. A gyakorlati
életben hasznaltak szerkesztési eljarasokat és méréseket, illetve trigonometrikus egyenleteket — szinusz-
és koszinusztételt — a haromszog ismeretlen adatainak a meghatarozasara.

Ebben a leckébena koszinusztétellel foglalkozunk.

A koszinusztétel a Pitagorasz-tétel altalanositasa, amely nem csak derékszoguli, hanem tetszdleges
haromszogre igaz.

Legyen adva egy ABC haromszdg a szokasos bettizésekkel, azaz csucsai 4, B és C, a megfeleld szogei
a, 3 és y, a szemkoztes oldalak pedig 4, & és .
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A koszinusztétel szerint C
_ b2+c2—a2)
2 _ 792 2 _ — 1
a°=b"+c —2bccosa = a=cos ( 2%e
2 2 2
2 9 2 _ e tc—b ) b a
a’+c’—2accosfS = B =cos ( 9ac
2 2_ 2
cc=a’+b*—2abcosy = ¥y =cos' (_a +2l;b ¢ )
A B
a=+/b*+c’—2bccosa ¢

Széamold ki a haromszdg szogeit, ha adottak az oldalai, @ = 15, & = 34 és ¢ = 35.

E Szamold ki a haromszdg hianyzoé oldalat és szdgeit, ha adottak a kévetkezé adatokat, & = 4, ¢ = 3 és o = 60°.

B Szamold ki a haromszog hianyzo oldalat és szdgeit, ha adottak a kdvetkezé adatokat, a =3, ¢ =4 és o = 30°.
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PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
« A tanuloknak ismerni kell az algebrai kifejezéseket, és tudni ki kell tudniuk szamolni
azok értekeit.

ALGEBRA és GEOMETRIA

A tanuldknak ismerni kell a trigonometrikus fuggvényeket.

A feladatok megoldasahoz hasznalni fogjuk a szamologép CALC funkciojat és a
masodfoku egyenletek megoldasat.

A szdgek kiszamitasahoz trigonometrikus fuggvények inverzeit fogjuk hasznalni.

Allitsuk be a szamologépet, hogy a szdgeket fokokban jelezze ki: N (2) (1D

A FELADATOK MEGOLDASAI

A harom oldal ismeretében eldszér meghatarozzuk az a szoget. Tudjuk, hogy
L (P+E-d
o = cos < 2be )

Mivel sokszor fogjuk hasznalni ezt az 6sszefuggest — csak mas és mas szogekre —, érdemes bevinni a
szamologépbe.

(51F1) eos] (=) (ot 2 (27 () (o) (o] (o3 (=) (ured) (©) (23 © (2] (o) ) (irk) (o) & O

c05'1[ Bz"'CZ_AZ ]l

Mar csak meg kell adnunk a valtozok értékeit, az eléfordulasuk sorrendjében. Enhez nyomjuk meg a billentyit

@9 E@EE BEE WEBE B
ver 8 i ] A ver 8 A
. 1324-02-.!&2 [ B2+C?—A? [ B2+C?—A2 | B2+C?—A?

con ‘[ ] oBs '[ 2BC ] oBs '[ 2BC ] eos '[ 2BC ]
B =34 C =39 A =15 25, 057615 42
Tehat a haromszogben o = 25,05761542°.
Az adatokat felcserélve a & = 34 oldallal szemkozti szégre kapjuk, hogy
Cac) @ E] B 318 BMaE =

2. a2 42 al 942 a2yt § ol aay
cos™! —B +ZCBCA ] cos"[B +C?—p ] cos"[B +C2-A ] cos"[B +C?-A ]
B =33 C =15 A =34 73,7397952

Tehat § = 73,73979529°.
Hasonldan szamolva kapjuk, hogy y = 81,20258929°.

e/ B A C
2 2 2
cos-l[%] o = 25,0576°
B = 73,7398°
81, 202 589 29 v =81,2026°

Meg is rajzoltunk egy meéretaranyos haromszoget.
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Az a oldal kiszamitasahoz hasznalhatjuk a kepletet: a = v/ 6° + ¢ — 2bccos o

V&r B Y
{4243%2-2x4x3%cos (>
{13

Taroljuk az értéket az A valtozdban:

Vo7 B
Ans-A ®

{13

Szamolljunk ugyanugy, mint az 1. példaban.
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a =361lcm

rgo] — i _ o

o | A=) D aoor
OXAX3 y=46,1021 a

73, 897 886 25

Tehat a = 73,89788625°.
A harmadik szdg egyszerten y = 180° — (a + B) = 46,10211375°. A B

Ha rajzolunk egy méretaranyos abrat, akkor lathatjuk, hogy

a feladatnak két megoldasa van. Ez nem meglepé, hiszen a
koszinusztétel masodfoku egyenletre vezet. Helyettesitsuk be az
ismert adatokat, az egyenletbe

a’ =0+ —2bccos o
rendezve kapjuk, hogy
b —4V3 b+7=0,
3°=0+4"-2 b 4 cos 30°,

amibdl a gyokoket ki tudjuk szamolni. Lépjunk be az egyenletmegoldo
mentbe: [ad MY () (2] (2] és vigyuk be az adatokat. Kapjuk, hogy

Idc] T v Vi © T va
ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
X1= Xz=

5, 700 169 593 1,228 033 638

B és y értékét mindkét esetben az 1. és 2. feladatban latott modon
szamolhatjuk ki.




10 | Tizedes tortek
Milyen hosszu a Fold hosszusagi kore?

1792. junius 25-én Pierre Méchain és Jean-Baptiste
Delambre megkezdte a Fold Parizson athaladé hosszusagi * Dunkerque
korének megmeérését.

A bizottsag a Parizsi Tudomanyos Akadémiatol érkezett,
amelyik javaslatot tett egy, a természetbdl szarmazo
hosszusagi egység elfogadasara. Legyen ez az egység a
Fold hosszusagi kore negyedének a tizmilliomod része.

Tekintettel arra, hogy az Eszaki-sarktdl az Egyenlit6ig
terjed6 negyed kor hosszat nem lehet fizikailag
megmérni, ugy hataroztak, hogy megmérik egy ismert
részét, és a teljes kor kertletét matematikai modszerekkel
hatarozzak meg.
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Az akadémia javaslataban a megmérendd darab a
Dunkerque (E 51°2'9,20") és Barcelona (E 41°21'44,95")
kozbtt huzodo hosszusagi koriv lett.

A francia csillagaszok és foldmérdk foldi haromszogelési
technika segitségével meghataroztak a két varos kozott
futod iv hosszat az adott hosszusagi kéron.

® Barcelona

Ezekbdl az adatokbol mar ki lehetett szamolni, a Fold
hosszusagi korét.

n Koérulbelul milyen tavolsagot kaptak a foldmérdk Dunkerque és Barcelona tavolsagara?

Utmutato: Vedd figyelembe, hogy a Féld egy nagyjabol gémb alaku test, amelynek sugara R = 6370 km
7
360°°

és egy iv hossza L = 2R

B Hasznald a Google maps tavolsagmeghatarozasat €s hasonlitsd 0ssze a kapott eredményeket!
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» Az Ora el6tt érdemes par szoban feleleveniteni a tanulok foldrajzi ismereteit, a foldi
hosszusagi és szélessegi fokokat, koordinatakat.

ALGEBRA és GEOMETRIA

A FELADATOK MEGOLDASAI

Tegyuk fel elsé kozelitésben, hogy Dunkerque és Barcelona azonos hosszusagi koron
fekszik. Ekkor a kdzottuk futd iv hossza

L=27-6370 - 5122 9,20"3—640%’9 21 44,95"

Ennek értékét konnyen kiszamolhatjuk szamologéppel, ha hasznaljuk a gombot.

QeI XEEH0XEEDNHEEREEHREEMEEME @R R E Y

? casio Bl

@®BIE0OEIE
oxxoaTaxB12°9:25) 22-M1%2144, 08

360°

1075, 464 48
Azt kaptuk, hogy a két varos tavolsaga kb. 1075 km.

A Google maps, ha beirjuk a két varost a kiindulasi és a cél mezdébe, automatikusan utvonalat tervez nekunk. Az
A75-6s autopalyan 1330 km, gyalog pedig 1257, de elég sokaig tartana. Mindkét esetben lathatjuk, hogy a tervezett
utvonal kézel sem egyenes. Ez természetes, hiszen nem lenne szerencses, ha az utakat toronyirant jelélnék ki.

A Google mapsen azonban lehet tavolsagot is mérni. Egyszertien kattintsunk jobb egérgombbal a kiindulasi helyre,
ekkor feljon egy ablak, amiben valasszuk a tavolsagmereést. A szokasos bal egérgombbal a célhelyre kattintva,
megjelenik a kivant tavolsag. Néhany mérést kiprobalva, az egér és a térképnagyitas valtoztatasaval 1073 és

1076 km kdzotti értékeket kapunk. A térképre nagyitva és kiindulasi, illetve célpontnak a mostani varoskdzpontot
valasztva 1073,12 km adodik.

Mi okozhatja a 2-3 km eltérést? Keressetek lehetséges okokat!

Barcelona, Spanyolorszag  [RdE
41.381592, 2.176216

| Dunkerque Cenre L
0 Dmecoe Foncaostiy (G
SEOGLI08 3 ITLLC.

4 ool Beigum=Birckions Saen TN 15

A valosagban Mechain és
Delambre forditott utat
jart be a szamolas soran,
de Ok természetesen
még nem méterben szamoltak. Epp azt akartak definidlni. A két varos tavolsagat elosztottak a szélességi fokok
kulldnbségével, és a kapott értéket megszoroztak 90-nel. Igy megkaptak a fold kerlilletének negyedét, amelyet
aztan 10 millio részre osztottak.

Nyitott feladat, a tanar dontheti el, hogy milyen mélységben targyaljak a feladatot.
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Geometria, algebra

A lapos Fold elmélet
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Nicasio kapitanynak rossz érzése volt, miutan talalkozott Daniel Shentonnal, a Lapos Fold Tarsasag egyik
tagjaval (https://theflatearthsociety.org/home/). Arrdl akartak meggydzni, hogy a Fold egy lapos korong,
amelyet a hataran jég 6vez. Példaul azzal a nyelvi, etimoldgiai érvvel tamasztottak ezt ala, hogy: ,Azt, hogy
a Fold egy planéta, és maga a megnevezés, planéta - plane - sik, ezt tamasztja ala.”

Nicasio kapitanyt nem gy6zték meg szazszazalékosan az etimoldgiai érvek, hiszen Foldnek is hivjuk, holott
a felszint kb. 70%-ban viz boritja. S6t amikor a Karib-tengeren vitorlazott, mindig feltiint neki, hogy az
arbockosarban Ulé megfigyelé mindig elébb pillantotta meg a horizonton feltliiné hajot, mint a fedélzeten
1évé matrozok.

Ez a megfigyelés és matematikai tanulmanyai azt a sejtését tamasztottak ala, hogy a Féld gomb alaku,
hiszen ha sik lenne, akkor a hajo fedélzetérdl és az arbockosarbol ugyanugy latszana a tenger. S6t ha elég
erds tavcsove lenne, akkor a Karib-szigetek kornyékérdl mar latnia kellene az amerikai kontinenst, de ez
soha nem tortént meg vele.

Masrészt Nicasio emlékezett arra, hogy egy kdnyvben azt olvasta, hogy a tudomanyos kézosség tébbsége
ugy Vveéli, a Fold gémb alaku, melynek sugara 6371 km, és ezt egy Eratoszthenész nevii ember szamitotta ki
még Kr. e. 200 évvel.

Nicasio kapitany Osszerakta megfigyeléseit, matematikai ismereteit és olvasmanyemiékeit, és ugy
gondolta, be tudja bizonyltani, hogy a Fold valdoban gémb alaku és a sugara kb. 6371 km.

Keress meg az érveket, melyek bizonyitjak a Féld gémb, pontosabban szolva geoid alakjat! A geoid annyit
jelent, hogy ,Fold alaku”. Mint lathatod, a tudosok gyakran zsenidlisan neveznek el egyes dolgokat.

B Segits Nicasio kapitanynak kiszamolni, hogy kulonbdzd magassagu féarbocok tetejérdl milyen messze lehet
ellatni!
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PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

» Javasoljuk a didkoknak, hogy keressenek tényeket, érveket a Fold gomb alakja
mellett. Megkérdezhetjuk, hogy vannak-e sajat maguk altal észlelt jelek, vagy
egyszeruen csak elhiszik, mert ez a tananyag. Megemlithetjuk, hogy mar az okori
Gorogorszagban is érveltek a Fold gomb alakja mellett.

ALGEBRA és GEOMETRIA

B : « ,Ha minden megfigyelt égitest gdbmb alaku, akkor miért épp a Fold lenne kivétel?”
Azt is meg lehet emliteni, hogy holdfogyatkozaskor, azaz amikor a Fold armyéka a
Holdra vetul, annak ives alakja van.
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® casio Bl

» A szamitasokhoz praktikus a szamoldgeép tablazat menujének hasznalata,
mert egy csapasra lehetdveé teszi, a tavolsagok kiszamitasat kildonbozd
arbécmagassagokhoz.

A FELADATOK MEGOLDASAI

Nyitott feladat, a tanar dontheti el, hogy milyen mélységben targyaljak a feladatot.

Az dbran lathato, hogy a A magassagu arboc tetejérél éppen a 4 tavolsagban 1évé horizontig lathatunk el a gémb
érintéje mentén. Az abran lathatunk egy derekszdgu haromszoget, melynek egyik befogoja a Fold sugara, hossza
R, masik befogdja pedig a 4 hosszusagu érinté. A derékszogl haromszog atfogojanak hossza R+4, azaz a foldi
sugarnak es a megfigyeld magassaganak az 6sszege. A Pitagorasz-tétel alapjan:

R*+ & =R+ h)?
d=v(R+5)>—R> =+ 2Rh+ }

d=1+/(6371000+ A)>—6 371 000> =+/2-6 371000 - 4 + 4
A Fold sugarahoz képest 4 és igy A is elnanyagolhato, ezért

d=+/2-6371000-5— 4 ~+/2-6371000 5 ~ 135 - 1000

Elsé lepésként ellendrizzuk, hogy mennyire jo az altalunk felirt kozelites.

Hasznaljuk a szamologép tablazat funkcidjat. frassuk ki az eredeti fliggvény és a kozelités értékeit, azaz legyen
Alx) =v2-6371000 x — &’
g(x) = +v/13x - 1000.

W®@EEMOEEHBDD0O0EE D)= EHER
D000 DEPEEDEAMEXNTDOUONE®

&)

e T i A m
5| so1|101029) 102044 f(x)=4(6371000+x» |f{(x)=49°-6371000
11) 70| 29865| 30186
12| I
73 e @ 7
g (x)=H13x %1000 | s | 3365 5| 326225 o oi| $E2| 3%
2| 101 35874| 36235 ¢ sot| 73899| s0703
3 201| Soe0e| 51117 7| eot| e7511| ssast
4 301| £1930| 62553 S|l | 94512| 95462
701
A tablazatban barmely x értéket megadva megkaphatjuk f(x) és g(x) értékét. of 01| $4312| 35722
9|  801(101029| 102044
Egy magas hajéarboc kb. 60 méter magasan van a viz felett, ugyhogy annak tetejérdl ) B b
kb. 30 000 méterre, azaz 30 km-re lehet ellatni szép iddben.
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Statisztika, a kapott adatok értelmezese

Az atlag és az atlagos abszolut eltérés

01

LA statisztika az a tudomany, amelyik azt allitja, hogy ha a szomszédomnak két autdja van és nekem egy
sincs, akkor mindketténknek van egy autdja.”

George Bernard Shaw
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Egy kisérlet soran a kovetkezd értekeket kaptuk a tablazatban lévé gyakorisagokkal.

Ertékek (x;)
Gyakorisagok (&;)

Ertékek (x,)

Gyakorisagok (&;)

Készits az eldzd feladatban hasznalt tablazathoz hasonlot a mostani adatok alapjan.

B Az elézo feladatok alapjan valaszolj a kérdésekre:
a) Lehet az atlagos abszolut eltérés negativ? Miért?
b) Milyen esetben lehet az atlagos abszolut eltérés nulla? Indokold meg a valaszod!

c) Egy minta terjedelme a legnagyobb és a legkisebb elem kuldnbsége. Ellendrizd, hogy mindkét minta
esetében igaz a kovetkezd egyenldtlenség!

Atlagos abszolut eltérés < % Terjedelem.

d) Ellendrizd mindkét minta esetén, hogy az adatok atlagtol valo eltérésének dsszege 0. Ez mindig teljesul?
Miért?
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PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
» A feladathoz feltételezzuk, hogy a tanulok ismernek olyan elemi statisztikai
fogalmakat, mint atlag, atlagos abszolut eltéres.

01 | Az itiag és oz atiagos abszotut etterés
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» A feladat soran tablazatokat kell kezelni a szamologépen.

 Vigyazz! Amikor kikapcsolod vagy ujrainditod a szamologépedet, vagy ha csak
atlépsz egy masik menube, akkor torlédnek a tablazatba korabban bevitt adatok.
Ilyenkor ujra be kell vinned azokat!

o casio Bl

o A tobbi tablazatkezeléhoz hasonldan az =" ([P (CALC)) jelet lehet hasznalni, ha
masik cella értékére hivatkozunk.

A FELADATOK MEGOLDASAI

l'..........“.........”........“.... ..... et eeeeieeeeeie e

A B oszlop adatait 6sszeadva megkapjuk az elemek szamat. Valasszuk ki ehhez a B7 mezdt, és irjuk be

OPT ® 3

1:8 | 1:Min
2:Kivalasztas 2:Max |
3:Atlag
4:0sszeg

Most mar bevihetjuk a formulat.

(es) ) (37 (up) (=) () () () O] B
[7]

=Sum(B1 :B7)

Vigyuk be a C oszlopba az érték és az eléfordulasi gyakorisag szorzatat, hiszen az 6sszeg kiszamitasahoz szukség
lesz ra.

o (10 -.EE]--E]E]@@@@@@-.@E]

1:Kitolt képlet | Kitblt képlet
2:Kitolt értékkel Képlet=A1XB1
3:Cella szerkeszt Tartom:C1:C7
4:5zabad teriilet

[ | 6]

=ATXB'7
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A C8 mezdbe, a B oszlophoz hasonldan, a C1:C7 mezdk elemeit adjuk 6ssze, majd a C9 mezében kiszamoljuk az
atlagot (az 6sszeg osztva a darabszammal).

() (caie) (opT (3] (e) (o) (10 (o) () (o) () (0 B @
]

=Sumn (C1 :C7
(et cac) opTl) (4] (el (2] (3 (el (1) () (o) (@) B @
[F]

Megjegyzes: Amit eddig megtettunk, azt sokkal gyorsabban is elvégezhettUk volna a 6. menu segitségével, ott
ugyanis lehetdsegunk van a gyakorisagok bekapcsolasara €s az atlag kiszamitasara. Ha megjegyezzuk a 4,3-es
eredmeényt, akkor akar innen is kezdhetnénk a tablazat hasznalatat, de mivel az atlagos abszolut eltérés nem
szerepel az automtikusan szamitott statisztikai mutatok kézott, ezért muszaj a szamolotablat hasznalni.

A D oszlopot toltsuk ki az eltérések abszolut értékével, azaz vigyuk be az Abs (A7- SCS9) formulat és terjesszuk ki a
D1.D7 mezdkre.

oem (1

1:Kitolt képlet |
2:Kitolt értékkel
3:Cella szerkeszt
4:Szabad teriilet

m--.@Bﬂ@ﬂ....ﬂ@@@@@@@@@.-@

Kitblt képlet
Képlet=Abs (A1-8C$
Tartom:D1:D7

4 3 12 I llfl:g
=Abs (A1-$Cs9

Az E oszlopba vigyuk be a kapott atlagos eltérések €s a gyakorisagok szorzatat, majd terjesszuk ki az E1.E7 mezdkre.

]

1:Kitolt képlet |
2:Kitolt értékkel
3:Cella szerkeszt
4:Szabad teriilet

Kitslt képlet
Képlet=B1xD1
Tartom:El :E7

Az E8 mezd&be vigyuk be az oszlopba irt szamok dsszegét a korabbiakhoz hasonloan, az E9 mezd&be pedig
szamitsuk ki az atlagot, azaz a kapott 6sszeget osszuk a darabszammal.

A képen lathatjuk, hogy az atlag 4,3 és az atlagos abszolut eltérés 3,3733.
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

Az atlag és az atlagos abszolut eltérés

Teljesen hasonloan oldhatdé meg, mint az elézd, az atlag most is 4,3 lesz, de az atlagos abszolut eltérés 0,8933.

a) Az atlagos abszolut eltérés soha nem lehet negativ, hiszen szamok abszolutértéke, ezeknek az dsszege és az
atlaga soha nem negativ.

b) Az atlagos abszolut eltérés akkor lehet csak 0, ha minden 6sszeadando, és igy minden egyes érték atlagtol valod
eltérése 0. Ekkor azonban egyetlen érték szerepelhet csak az adatok kdzott, ami maga az atlagtehat az eloszlas
allando (konstans).

c) Az 1. feladat esetében x,,, = 1 és x . = 12, tehat az adatok terjedelme x ., — X, = 12 = 1 = 11. A terjedelem
fele 11: 2 = 5,5, ami tényleg nagyobb, mint 3,3733, ami az atlagos abszolut eltérés volt.

max

A masodik feladat esetében x,,, = 2 és x ., = 7, tehat az adatok terjedelme X, — X ..
fele 5: 2 = 2,5, ami tényleg nagyobb, mint 0,8933, ami az atlagos abszolut eltérés volt.

=7 -2 =5. Aterjedelem

d) A tablazat D oszlopaban a képleteket modositva konnyen ellendrizhetd az allitas, de altaldban is igaz, hogy az
adatok atlagtdl vett eltérésének dsszege 0. Formalisan

i(xi—&)=0.

Hiszen

n

Zn:(xi—aé)z Zn:xi—ZaZ= n-x—n-x=0.
i=1 i=1

i=1
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Becslések és hibak

Helyes a gyogyszer adagolasa?

02
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Egy betegnek egy gyogyszerbdl napi 5 mg-ot kell bevennie, de 10 mg-os tablettakat kapott.

Elfelezi a tablettakat, hogy az orvos altal eléirt adagot vegye be naponta. A tablazatban megadtuk, hogy
a 10 napos kezelés alatt mekkora adagokat vett be. Az elfelezett adagok tomegét egy 0,01 mg pontossagu
analitikai mérlegen mérte meg.

455 584 406 563 549

408 399 571 6,01 425

Szamold ki a 10 napos kezelés alatt bevett napi adagok atlagat 2 tizedesjegy pontosaggal.

B Milyen értékek kozott van az atlagos napi adag?
B Mekkora a legnagyobb abszolut hiba, amit a tablettak elfelezése kdzben elkovetett?
u Mekkora az a relativ hiba, amelyik a legnagyobb abszolut hibanak felel meg?

B Betartja az orvos eldirasait a beteg?
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Becslések és hibak

Helyes a gyogyszer adagolasa?
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(sne7) Ny (3] (1) (2)

o casio B

A FELADATOK MEGOLDASAI

CASIO fx-991CX / CLASSWIZ vagy hasonld

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

» Ez a feladat a statisztika, kdzelitd szamitas, becslés, kerekités és hibaszamitas
témakorehez javasolt. A szamtani kozeép ismeretét feltételezziuk. Nem csak a
matematikai ismeretekhez kapcsolhato, hanem az egészséges €letmaodradl, a
megfeleld gyogyszerfogyasztasrol is vitat nyithatunk az osztalyban.

» Ha be akarja allitani a tizedesjegyek szamat, akkor hasznalja a SETUP menut.

Ha bevitte az adatokat WEn (6] (1], akkor meghatarozhatja a statisztikai paramétereket. A statisztikai paramétereket
egyszerre is kilrathatjuk, ekkor nekunk kell beirni, ha valamelyik adattal tovabb akarunk szamolni.

P @
5]
| 1:Tipus valasztas . )
2:1-valtozés stat s %]
Statisztik 3:Adatok o 2058555 409
1 valtozés szx  =0,707 41
Vagy kivalaszthatunk egy szukséges valtozot.
0PTN ® 2
i ” 1:Tipus valasztas 1:0sszegzés 1:% 2:03§
2:1-valtozos stat 2:Valtozé ' 3:0% 4:82x
Statisztika |3:Adatok 3:Min/Max S5isx 6:n
1 valtozés 4:Norm eloszlas
=
o 7]
X

4, 961

A maximalis és minimalis értékeket is kilrathatjuk a
szamologéppel:

M ®EIHE M ®EBIEE
X . min(x)E
4, 961 3, 99
min(x) max(x)
3,99 6, 01

Az eléz6 eredmények alapjan

OO0O0EEHGOOEEEXODODOE
1, 084, 96x100

21,1693548

a relativ hiba 21,17%.

Az atlagos napi adag két tizedesre kerekitve 4,96 mg.

Az abszolut hiba maximumat megkapjuk, ha megvizs-
galjuk, hogy a minimum- €s a maximumertékek kozul
melyik tér el jobban az atlagtol:

(g e (A (@) (] (8] (6] Adem Q@O EEE
HEA0EEODOE 0O
v @ Vo @
14, 96-3, 99| |4, 96-6, 01|
0, 97 1, 05

A legnagyobb abszolut hiba 1,05 mg, amelyet a
6,01 mg-os tablettaval kovetunk el.

A kapott eredmények alapjan, a tanulok érvelhetnek,
hogy a 21,17%-o0s relativ hiba a gyogyszer napi
adagolasaban elfogadhato a kezelés soran vagy nem.
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Relativ gyakorisag

Szines biliardgolyok
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Egy zsakba 6sszesen 20 kulonbozd szinu (piros, fehér és zold) golyot tettek be, de nem tudjuk, hogy
melyik szintibdl hany darabot.

A kulonbozé szinl golyok szamanak meghatarozasahoz 50-szer kivehetink egy golyot visszatevéssel,
azaz kivehetjuk a golyot, felirhatjuk a szinét, de a golyot vissza kell tenni a zsakba.

n Alakitsatok az osztalyban csoportokat, €s végezzétek el a leirt kisérletet minden csoportban! Gyujtsétek dssze
az eredményeket! Golyok helyett nyilvan tetszdleges dolgokat hasnalhattok, papircetli, szines ceruza, stb. Az
egyetlen lényeges szempont, hogy tapintassal ne lehessen megkulonboztetni a targyakat.

Osszesen

1. csoport 2.csoport 3.csoport 4. csoport 5.csoport 6. csoport

Piros
Feher

Zold
OSSZESEN

Adjatok becslést a kulonbdzé szinu golyok szamaral

Egy masik zsakba piros, fehér, zold és fekete golydkat raknak, de most azt sem tudjuk, hogy 6sszesen
hanyat. Végezzétek el a kisérletet, azaz huzzatok csoportonként 50-50 golyot visszatevéssel, és toltsétek ki a
tablazatokat.

1. csoport 2.csoport 3.csoport 4.csoport 5.csoport 6.csoport Osszesen

Piros
Feher
Zold

Fekete
OSSZESEN

Adjatok becslést a kulonbozé szinu golyok aranyaral
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Relativ gyakorisag
Szines biliardgolyodk
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PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

o A tanulok kisérleteket végeznek és Osszesitik az eredményeiket, hasznaljak a

gyakorisag, relativ gyakorisag kifejezéseket, és megbecsulik a zsakban lévd
kilénb6zo szinu golyok szamat.
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» A szamologeép tablazat funkcioja hasznos lehet hasonlo ismétléddd szamitasok
elvégzésekor.

A feladat soran sokszor fogjuk hasznalni a Szamolotabla és az Egyenlet/Fuggvény
menut.

o casio

A FELADATOK MEGOLDASAI

Egy lehetséges véletlenszeru eredményt beirtunk a tablazatba.

1. csoport 2. csoport 3.csoport 4. csoport 5. csoport 6. csoport Osszesen
Piros 25 34 28 26 23 28 164
Fehér 14 9 9 15 11 16 74
Zold 11 7 13 9 16 6 62
Osszesen 50 50 50 50 50 50 300

Az adatok alapjan a kdvetkezd tablazatot készithetjuk el a kildnbdzd szind golyok huzasanak gyakorisagardl,
relativ gyakorisagardl és a golyok szamarol.

Gyakorisag Relativ gyakorisag Golyok szama
Piros 164 0,547 10,94
Fehér 74 0,247 4,94
Zold 62 0,206 4,12
Osszesen 300 1 20

A D oszlop értékeit egészekre kerekitve, nagyon valosiznt, hogy 11 piros, 5 fehér és 4 zéld golyd volt a zsakban.

Egy lehetséges kisérlet eredményét most is beirtuk a tablazatba.

1.csoport 2.csoport 3.csoport 4.csoport 5.csoport 6. csoport Osszesen
Piros 18 19 19 12 20 24 112
Fehér 14 14 15 19 12 18 92
Zold 11 11 13 14 15 5 69
Fekete 7 6 3 5 3 3 27
OSSZESEN 50 50 50 50 50 50 300

Gyakorisag Relativ gyakorisag Szazalék

Piros
Fehér
Zold
Fekete

Osszesen

Ekkor persze csak a zsakban 1évé golydk aranyaira kapunk becslést, lehet, hogy rendre 4, 3, 2, 1 golyo volt a
zsakban, de lehet, hogy 37 31, 23 és 9.
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Statisztikai mutatok kiszamitasa
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A statisztika elére nem pontosan kiszamithato vagy elére nem jelezhetd jelenségek tanulmanyozasaval,
és az ezekkel a jelenségekkel kapcsolatos adatok gytjtésével és elemzésével foglalkozik. Ilyen
jelenségek életlink szamos tertletén eléfordulnak, mint példaul a politikaban, a szociolégiaban, az
orvostudomanyban, de olyan sokkal szorakoztatobb dolgokban is, mint a sport.
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Csoportositott és nem csoportositott adatok bemutatasara mutatunk két példat.

Stephen Curry kosarlabdazo a Golden State Warriors jatékosa, az NBA-ben jatszik. Megadtuk az egyes
években altala dobott pontok meccsenkénti atlagat.

Evad Meccsenkénti pontatlag

2009/10 175
2010/11 18,6
2011/12 14,7
2012/13 22,9
2013/14 24

2014/15 23,8
2015/16 30

Szamitsd ki az Osszes évad atlagat és a szorast!

A tablazatban az F. C. Barcelona, azaz a fociklub 2014/15-&s évadban 16tt goljaival kapcsolatban adunk meg

egy tablazatot.
L&tt goélok szama Meccsek szama

0 5
1 5
2 10
3 5
4 2
5 6
6 4
8 1

OSSZESEN 110

Szamitsd ki a meccsenkénti 16tt golok szamat és szorasat.
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

Statisztikai mutatdk kiszamitasa

SZAMOLOGEP
CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonlo

AJANLOTT EVFOLYAM
6-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
» A két leggyakoribb statisztikai mutato, az atlag és a szoras megismereése és
kiszamitasa a szamologép segitségével.

STATISZTIKA

» Nagyon sokféle szamologep képes statisztikai mutatokat szamolni, de sajnos eléggée
kulonbozd modon. Nyujtsanak segitséget a didkoknak! Javasoljuk nekik, hogy ehhez
toltsék le vagy keressék el sajat szamologépuk hasznalati utmutatojat.

o fgy kapcsolhatjék be vagy ki a statisztikai adatok gyakorisaganak megjelenitését.

o casio Bl

(stiFT) (WEND) ) @ @
l:Bevitel/Kiiras || |1:Tort alakja Gyakorisag?
2:Sz0g m.egys 2:Komplex | [1:Be
3:Szamformatum 3:Statisztika 2:Ki
4:Mérnoki szimb 4:Szamoldétabla

* Ha az 1-es opciot valasztja, akkor az egyes adatok gyakorisagat is megadhatja. Ezt célszeru hasznalni, ha
csoportositott adatokkal kell szamolni.

3 Gvak
I

1
2
3
4

* Ha a 2-es opciot valasztja, akkor az egyes adatok gyakorisagat nem lehet megadni, minden bevitt adat
gyakorisaga 1 lesz.
M

X

1
2
3
4

A FELADATOK MEGOLDASAI

Lépjunk be a statisztikai uzemmaodba.

(vENY) 1
2o _m g enes o
3:y=a+bx+cx2

6 Statisztlka 4:y=a+be+ln(x)

Bk e
=|

Mivel egyes egyedi, nem csoportositott adatok vannak megadva, felesleges megjeleniteni a gyakorisagokat.

VigyUk be Stephen Curry évadonkénti atlagait, majd irassuk ki a statisztikai mutatokat.

M M

1 x 5 x‘24 8 2)(5.3
2| 18:8 6 23,8 9] 26,4
1 i A

17, 5 25, 3
0PN E) ® @ ®
1:Tipus valasztas 2 o3| o =4693351u'}'97 naxco =30,1 |
2:Szerkesztd gz = 9 RinGx) = gz |
4:Statiszt szg s2x  =24,388 688 89 Qs =26.4 |
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

Statisztikai mutatdk kiszamitasa

A feladat az atlagot €s a szorast kerdezte:

X =232 0 =4,68508271

1. Megjegyzés: A meccsenkénti atlagok ismeretéhez persze kellene az az informacio is, hogy az egyes évadokban
hany meccse volt Currynek. Hany meccsen szerepelt, hogyan szamoltak a meccsenkénti atlagat. Mi itt most
ezektdl eletekintettink, és csak a kapott adatok atlagat és szorasat szamoltuk ki.

2. Megjegyzés: Normalis eloszlas esetén az adatok kb. 66%-a esik az [X¥ — 0, X + 0] intervallumba, azaz az évenkénti
atlagok 66%-a a [18,51; 27,89] intervallumba esne. A megadott 10 adatbdl 6 esik ide.

Ebben a feladatban célszert bekapcsolni a gyakorisagokat a statisztikai szamitdsokhoz, hiszen az adatok
csoportositva vannak megadva. v @ (3] (1)

Vigyuk be az adatokat:

b4 Frec

S
0
=}

a
1
2
3

B oabye

5 1

A statisztikai paramétereket pontosan ugyanugy lehet kiszamolni, mint az 1. feladatrészben, azaz csak nyomjuk
meg a megfelelé gombokat.

OPTN B ® @
1:Seleccion tipo R o3 Emeed i s =2,083736455 nak(x) =8 )
2:Editor 25 i 9snrrse it 2 |
Yal — s =4, i =
3:Calc l1-variable Gx =0.062056634 Med =2
4:Cal estadistica 52w =4.3AE998574 0z =

Azt kapjuk, hogy az atlag és a szoras:
X = 2,89473684 2 = 2,89 o0=2,062056634 = 2,06
Persze érdemes ezeket ugy kerekiteni, hogy kényelmesebb legyen a hasznalatuk.

Az egyes statisztikai adatokbol levonhatd kdvetkeztetések, elemzések meghaladjak ennek a modszertani
utmutatonak a kereteit.

JAVASLATOK:

http://stats.nba.com/

https://www.magyarfutball.hu/hu/tabellak

http://es.uefa.com/uefachampionsleague/season=2017/statistics/index.html
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Egy emberi lépés
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Hogyan hatarozzuk meg az elmult haromhavi felnés napok szamat? Es az esés napokét?

Az es6 még csak-csak eléggé egzakt fogalom ahhoz, hogy kétségek nélkul eldonthessuk, esett az esé egy
bizonyos napon vagy nem, de a borult id6é kozel sem ilyen egyértelmiien meghatarozhato fogalom. Fontos
a megfigyelés pontos ideje vagy a megfigyeld helye.

Egy ilyen egyszeru kérdésre is sokféle valasz adhatd, és mindegyik lehet helyes, még akkor is, ha a
kérdést felvetd személyt a kapott valasz esetleg nem elégiti ki teljesen. Hasonld okok miatt célszert olyan
kérdéseket megfogalmaznunk, amelyek egyaltalan nem, vagy csak nagyon kis mértékben értelmezhetdk
szabadon, s6t esetleg meghatarozhatjuk a lehetséges valaszokat is.

Ha eldontéttik, hogy mit akarunk tanulmanyozni, akkor meg kell hataroznunk a kérdéses dologhoz
gyujtendé adatok fajtait, azok mérési modjat. Gyakran alapos tervezést igényel maganak a mérésnek a
lebonyolitasa is, valamint a mért adatok rogzitése és azok esetleges korrekcidja is.

Ebben a leckében a kévetkezd egyszertinek latszo kérdésre keressiik a valaszt: Mekkora egy emberi
1épés? A kérdés megvalaszolasahoz jeldljunk ki — példaul az iskola folyosojanak két pontja kozétt — egy
20 méteres tavolsagot. Gyujtsunk adatokat a tablazatunkba, hogy egyes embereknek hany 1épést kellett
megtennitlk, amig eljutottak a kezdéponttol a 20 méterre 1évé végponting.

Név

Valtoznak az eredmények, ha az emberek tudjak, hogy megfigyelik 8ket? Miért?

Lépések szama

E

Vajon az altalad megfigyelt emberek hlien reprezentaljak az 6sszes embert? Miért?

Megkulonboztetted a férfiakat és a néket? Mit gondolsz, szukséges lett volna?

Mi a jelentése a kapott atlagnak?

Mi a jelentése annak a szamnak, amelyet ugy kapsz, hogy a megtett 20 méteres tavolsagot elosztod az
atlagos lépések szamaval?

Szamitsd ki kulon-kulon a fiu és a lany osztalytarsaid atlagos lépéshosszat, és az adatok kvartiliseit is, majd a
kapott értékeket abrazold egy dobozdiagramon. Mit figyelhetsz meg?

(N

Hogyan helyezkedik el az osztalytarsak atlagos lépéshossza a lanyok atlagahoz képest? Es a fitlkéhoz képest?
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése
Egy emberi lépés

SZAMOLOGEP

CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonld

AJANLOTT EVFOLYAM
8-12
PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK

* A feladat egy véletlentdl fuggd esemeény megfigyelése és adatok rogzitése. Az
adatfelvétel helyének és idejének megtervezése a feladat nagyon lényeges része.

£
§
£
&

» A szamologép hasznalata lehetdve teszi, hogy a szamitasok helyett a feladat érdemi
részére osszpontositsunk, amikor az dsszes adat atlagat dsszehasonlitjuk a fiuk és
a lanyok adatainak atlagaval. Meg kell jegyezzUk, lehetséges, hogy egy kisméretu
kdzépiskolai csoportban az adatok eltérése nem lesz jellemzd.

° o A kvartilisek és a dobozok elhelyezkedése mutathatja, hogy a minta két része el-
térd. Nagymeéretu statisztikai vizsgalatok alapjan a felnétt nék atlagos lépéshossza
67 cm, a ferfiake 76,2 cm.

Miel6tt nekikezd a szamolasnak, érdemes kikapcsolni a szamologépen az egyes esetek gyakorisaganak
megjelenitését. Ekkor a Statisztika modba belépve csak egy oszlopot fog latni, az adatokét.

(stiFT) (ENU) ® @ 2 =
1:Bevitel/Kiiras | |[1:Tért alakja Gyakorisag? Lt
2:Sz0g m.egys 2:Komplex I |1:Be 2
3:Szamformatum 3:Statisztika 2:Ki 3
4:Mérndki szimb 4:Szamolétabla

o A tanuldi adatok dsszehasonlitdsahoz javasoljuk, hogy hozzon létre egy osztalyt a CASIO EDU+ applikacioban.
Miutan bevitte az adatokat a szamoldgépbe, nyomja le az gombot, és valassza a 3. pontban 1évé 1 valtozos
stat utasitast. Ekkor a szamologeép kiirja a bevitt adatok statisztikai jellemzdit. Az adatokhoz tartozo grafikonok
megjelenitéséhez nyomja meg a QR-kéd gombjat, és nyissa meg a CASIO EDU+ alkalmazasban.

A FELADATOK MEGOLDASAI

Az emberek altalaban modositjak a viselkedésuket, ha tudjak, hogy megfigyelik &ket.

A megfigyelt emberek és ezért a gyujtdtt adatok sokféle szempontbdl lehetnek problémasak. Lehet, hogy a
minta nem elég nagy, nem elég altalanos, mint példaul az az eset, ha csak felnéttek vagy csak gyerekek adataival
dolgozunk.

A minta két elkUlonithetd részhez tartozik (lasd a 6. feladatot).

Az atlagos lépések szamat jelenti, amellyel a didkok normal tempoban megteszik a 20 méteres tavot.

Ha a tavolsagot elosztjuk az atlagos lépésszammal, akkor megkapjuk az atlagos lépés hosszat.
Példaul 20 : 29,1 = 0,687 m/lépés.
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

Egy emberi lépés

Az itt 1évé adatokat a 2015-2016-0s tanévben gyujtottuk, egy 29 fés tizedikes osztalyban. A tanulok kozott 15 lany
és 14 fiu volt. A folyoson kijeldlt 20 meéter megtételéhez szukséges lépések szamat a kovetkezd tablazatban
gyUujtottuk ossze:
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Osszesen

(NI 30 | 33 | 27 | 32 | 33 | 28 | 33 | 31 | 32 | 34 | 29 | 33 469
Fiuk 24 | 26 | 28 | 24 | 32 | 24 | 24 | 28 | 30 | 25 | 27 | 29 375

Osszesen 844

Szamoljuk ki az atlagot és a kvartiliseket (negyedeld pontokat) a lanyok, majd a fiuk esetében. Vigyuk be az
adatokat, majd szamoljuk ki a statisztikai mutatokat:

Lanyok:
H
1 = 1 = | 32 13 29
2 33 2 33 10 34 14 33
13 13 T i
30 30 33
3 ® )
1:Tipus valasztas g '-3‘1;266 666 67 I s =2,153623 746 nax(x) =34 3
2:Szerkesztd %z [ . RGO = l
4:Statiszt szg $x  =4,638 095 2 0s =33 |
Fiuk:
R A A
x x x x
1 5 32 9 30 12 29
2 26 6 24 10 25 13 28
1 & o " -
2 28 29
B ® ®
1:Tipus valasztas T = 735714 %9 s« =256 975 35 nax(x) =32 E
2:Szerkesztd gz = minGo =24 l
3:1-valtoz6s stat gn  =peE e -
4:Statiszt szg $2%  =6,335 164 835 0s =28 |
Az osztalyba jaro 29 tanulo atlaga:
B ® ®
- - -
gg =29, 103 448 28 | X ,.22233 141 192 max(x) =34
2 i =
a2 -13 %Eé 24673 ;Eg:(“’ %5 |
e o s =3 i

Azt kaptuk, hogy atlagosan korulbelul 29,1 1épésre volt szuksége egy tanuldonak a 20 méteres tav megtételéhez.
A fiuk esetében ez kb. 26,8 1épés, a lanyok esetében pedig kb. 31,3 lépés volt.

A kvartiliseket szintén kiirja a szamologép, az also kvartilis (Q1) és a felsd kvartilis (Q3) értékét mindegyik
tablazatban megtalaljuk. A megfeleld diagramok megrajzolasat ismét a CASIO EDU+ applikaciora bizhatjuk.
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

Egy emberi lépés

Lanyok Fiuk Osszesen

o 10 20 30 40 o 10 20 30 40 o 10 20 30 IIIJ

http://wes.casio.com/class/31L.37-MD6H-XeyZ-uCyM

Az adatok statisztikai parameéterei és a diagramok alapjan azt latjuk, hogy a fiuk és a lanyok lépéshossza kulonbdzé.

Atlagos

e Atlagos 1épéshossz (m)

0: Medisn

Lanyok

Fiuk

Osszesen

A lanyok atlagos lépéshossza 20 : 31,27 = 0,640 m, a fiuké 0,747 méter.

Meghatarozhatjuk az atlagos lépéshosszt a testmagassag fuggvényekent. Azt kapjuk, hogy lanyok esetében a
lépéshossz a testmagassag szorozva 0,413. Férfiak esetében a lépéshossz a testmagassag, szorozva 0,415-tel.

Mekkora lesz az atlagos lépéshossza egy 162 cm-es nének, illetve egy ugyanekkora férfinak?
E Mekkoranak becsuljuk a 65 cm hosszut 1€pd né magassagat?
B Mekkoranak becsuljuk a 78 cm hosszut lép6 férfi magassagat?

u Mekkoranak becsuljuk annak a nének a magassagat, aki 20 métert 29 1épéssel tesz meg? Korulbelul mekkora
lehet az a férfi, aki 20 métert 25 1épéssel tesz meg?

B Mekkora az eltérés egy fiu és egy lany becsult magassaga kozott, ha mindketten 29 1épéssel teszik meg a
20 meéteres tavot?

B Milyen magas egy atlagos lany és egy atlagos fiu?

Meg tudod becsulni egy atlagos tanuld magassagat az elézé részben gyujtott adatok alapjan? Miért?
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Veszunk egy crossovert
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A crossover elnevezés azokat a kézepes méretul autokat jelenti, amelyek terepjaronak néznek ki, de
ugyanakkor a személyautok minden kényelmi funkcidjaval rendelkeznek.

Ugy déntéttiink, hogy veszink egy ilyen autét, és a valasztas megkénnyitéséhez dsszeallitottunk

egy tablazatot. Felhivtunk néhany kereskedést, rakerestunk arlistakra a neten, sét egyes kereskedéket
személyesen is felkerestink. A terepmunka elvégzése utan elkészitettik a kovetkezé tablazatot, amely az
egyes tipusok arait mutatja euréban megadva az egyes autokereskedéknél.

1. auto 2. auto 3. auto 4. auto 5. auto 6. auto
Riat Mont Sia Sport Monda Confo Pisan Tecno Benat Oleos Bord Ghia
23462 € 18 852 € 21450 € 28 350 € 23350 € 20900 €
24 841 € 20 223 € 23000 € 27 900 € 31750 € 21059 €
25 847 € 20832 € 23829 € 27 250 € 30 100 € 21500 €
29 325 € 21239 € 24 400 € 28 350 € 23850 € 21500 €
29 325 € 23100 € 26 100 € 27700 € 27 750 € 21800 €
26 400 € 23100 € 26 600 € 26 500 € 22 000 €
26 400 € 23 527 € 26 900 € 19 250 € 22 300 €
25900 € 23700 € 27 500 € 26 500 € 22 500 €
26 500 € 23750 € 27 600 € 27 700 € 22 573 €
28 530 € 23750 € 27 900 € 24 450 € 22 800 €
23950 € 27900 € 23000 €

24 000 €
24 262 €

Szamold ki az egyes tipusok atlagarat!

E Szamitsd ki az egyes tipusok arainak szorasat és terjedelmét!

B Készits a kapott adatokbdl tipusonként dobozdiagramot, és irj egy rovid dsszefoglalast a kapott
eredmeényekrol!

BJ szamold ki az Gsszes ajanlat atlagat!
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

Veszunk egy crossovert

SZAMOLOGEP
CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonld
CASIO EDU+ applikacio

AJANLOTT EVFOLYAM
10-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
» A feladatot érdemes 6 csoportban megoldani, ahol az egyes csoportok egy-egy
tipus adatait szamoljak.

STATISZTIKA

» A tanulok maguk is gyUjthetnek arakat, hogy sajat, valos adatokkal dolgozhassanak.
Ezt az adatgyujtést érdemes elézetesen elvégezni.

» Sokrétu tapasztalatot szerezhetnek, ha az adatokat sokféle forrasbol gyujtik dssze

© (internet, telefon, kereskedd, beszélgetés felndttekkel).

A FELADATOK MEGOLDASAI

Lépjunk be a statisztikai uzemmaodba és vigyuk be az elsé tipus adatait.

aJ

(MENY)
28 nn 1:1 valtozés %
_dim 28, 2:v=a+bx 3 %23%
3:y=a+bx+cx? 3] —
6:Statisztika 4:y=a+b-+1n(x)

A feladatmegoldas soran kényelmes, ha nem lathato a gyakorisagok oszlopa.

(stiFT) EN) ) El) 2

1:Bevitel/Kiiras || |1:Tort alakja Gyakorisag?

2:Sz06g m.egys 2:Komplex | |1:Be

3:Szanformatum 3:Statisztika 2:Ki

4:Mérnoki szimb 4:Szamolétabla

Ha bevittuk az 6sszes adatot, akkor a (8] gombokkal kiirathatjuk a statisztikai mutatokat.

oPTN @) ™® ™® ™®

1:Tipus valasztas g, : s =1 904,269 88 Wax(x) 29325
2:Szerkeszté Sz min(x) =23 4

3:1-valtozos stat (i ég?g b - 3?’

4:Statiszt szg Six o 8% |

Az atlagar 26 653 €.

Az adatok atlag koruli elhelyezkedését jellemzi peldaul a terjedelem és a szoras is.

Minimumar = 23 462 € Maximumar = 29 325 € Terjedelem = Maximum — Minimum = 5863 €
Szoras = 1806,55 €

Mindegyik tipus esetén elvegezhetjuk az adatok bevitelét €s a statisztikai mutatok lekérdezeset. A kapott adatokat
Osszegyujtottuk egy tablazatban.

Benat Oleos

Riat Mont Sia Sport Monda Confo  Pisan Tecno Bord Ghia
Atlagar (€) 26 653 22 365,73 25 743,55 27 395 27 360 22 322,62
Min. ar (€) 23462 18 852 21450 24 450 23 350 20 900
Max. ar (€) 29 325 23950 27 900 29 250 31750 24 262

Terjedelem (€) 5863 5098 6 450 4 800 8 400 3362

Szoras (€) 1806,55 168169 212051 1265,00 3326,62 988,68

Medfigyelhetd, hogy az utolso autd, a Bord Ghia a legalacsonyabb atlagaru, sét az arak szorasa is a Bord Ghia
esetén a legkisebb. Ezt koveti a Sia Sport, é€s az egyik kereskeddnél ennek a tipusnak az ara a legalacsonyabb az
6sszes auto kozt. A Pisan Tecno és Benat Oleos a legdragabb, és az utobbi modell dra a legnagyobb szorasu.
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

Veszunk egy crossovert

A QR-kéd és internetkapcsolat segitségével eléallithatjuk az egyes
tipusokhoz tartozo dobozdiagramot is:

<
>
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Az elsé grafikon a Riat Mont adatai alapjan készult. (Célszert a QR kodot
meég akkor lekérni, amikor a tablazat adatait megadtuk.) X

A Q1 és Q3 negyedelépontok (idegen szoval kvartilisek) azt jelzik, hogy az
arak negyede esik Q1 ala, negyede Q3 folé és fele, azaz 50%-a esik Q1 és
Q3 koze.

Ql =25847 € és Q3 = 28 530 €.

Ha mindegyik grafikont egyszerre akarjuk latni és 6sszehasonlitani, akkor hozzunk létre egy osztalyt a http://wes.
casio.com/hu/class cimen, amelybe az egyes adatsorokhoz tartozo értékeket a CASIO EDU + alkalmazason keresztul
beilleszthetjuk.

22000 24000 26000 28000 3000 J2000

& | Riat Mont & | Sia Sport @ | Monda Confo
i Graph v K i Graph v K i Graph v ||
‘0 24000 ﬂm 2e00 Jne0n ] L (1020 000 20009 L] 10800 28400 30004 A

[ | Pisan Tecno

@ ' Benat Oleos @ . Bord Ghia
T Graph v |E| i Graph v A i Graph v 2
20 24040 26000 5004 ] L 10000 20009 30009 ADb0D 20900 ZI.OD. Zom .mﬂ NWU‘ 24000

Az altalunk készitett minta a

http://wes.casio.com/class/gcYo-5Kj7-LgDJ-kCjb cimen érhetd el. " HIH
Az adatok Osszesitésére kattintva €s a masodik opciot valasztva az egyes = _ HE
tipusok egymashoz viszonyitott elhelyezkedésérdl is képet kapunk. $ HH
u |
& HIH
" HH
] 10000 20000 3o000 40000

Az 6sszes adat megadasa helyett minden tipusnal helyettesitsuk az adatokat az atlagaikkal, de a szamitashoz
kapcsoljuk vissza a gyakorisagok megjelenitését!

@ 7]
3% Gyvak ¢ Gvak % =24 944, 5¢ 3 I
1| 26653 | NI 4l 27395 10 % = .8
2| 22365 11 5| 27360 B 2 =33 o
3| 25743 11 22322 13 g2y =4 183
4l 27395 10 6% =2 190,712 711
10 s2x =4 890 564,932

Ekkor az adatok atlaga, azaz az 0sszes crossover atlagara kb. 24945 €.



Statisztika, a kapott adatok értelmezése

A szuletéskor varhato élet hossza

07

Mit értunk a szuletéskor varhaté élet hosszan, mas szoval mennyi a szuletéskor varhato atlagos élettartam?
Ugyanannyi ideig €élnek a férfiak és a ndk? Vajon mi az oka a nemek kozoétti killdonbsegnek?

A szuletéskor varhato élettartam azoknak az éveknek az atlagos szama, ameddig egy ember varhatoan élni
fog. A varhato élettartam a legelterjedtebb mutato, amely 6sszehasonlitja a kuléonb6zé csoportok halalozasi
gyakorisagat, és ennek alapjan tesz megallapitasokat a lakossag egeszségi allapotarol és az egészsegugyi
ellatas fejlettségi szintjérdl.
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A felhasznalt adatok a KSH oldalarol szarmaznak, csak az ott talalhato alapadatokat hasznaltuk fel.

A sziletéskor varhato élettartam valtozdsa nemenként Magyarorszagon, és a nemenkeénti eltérés nagysaga*
Férfi N6 Kulénbség Férfi N6

Kulénbség

* Az adatok pontosabbak, de a tablazatban a tizedekre kerekitett értékek szerepelnek.

Abrazold a férfiakra és ndkre vonatkozo adatokat egy kdzds pontdiagramon. Mit mondhatsz a varhato
élettartam alakulasarol az egyes nemek esetében? Mit mondhatsz a nemek ko6zotti kuldnbségek alakulasarol?

E Rajzolj egyenest, amely nagyjabdl illeszkedik a pontdiagramra mind a férfiak, mind a nék esetében. Szamold
ki a két egyenes egyenletét.

B Hasznalhatod a felirt egyenleteket arra, hogy megbecsuld a férfiak €s a nék szuletéskor varhato élettartamat
1995-ben, 2009-ben, 2029-ben és 2063-ban? Mindegyik esetben indokold meg a valaszod!
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

A szuletéskor varhato élet hossza

SZAMOLOGEP
CASIO fx-991CEX/CLASSWIZ vagy hasonlo
CASIO EDU+ applikacio

AJANLOTT EVFOLYAM
9-12

PEDAGOGIAI ES MODSZERTANI JAVASLATOK, TIPPEK
¢ A tanuldk megismerkedhetnek valds statisztikai adatokkal €s a linearis regresszio
fogalmaval.

7 | R szitietéskor vérnats étet hossza
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» A szamologeép segitsegeével szamolhatnak regresszios egyenest, és
megismerkedhetnek annak hasznaval és korlataival is.

o Erdemes a tablazatokban kikapcsolni a gyakorisagok megjelenitését
0 ® (3] (2). majd valasszuk az y = ax + b regresszids egyenest a Statisztika
menubdl M) (6] (2.

¢ A pontdiagram létrehozasahoz hasznaljuk a CASIO EDU+ applikaciot és a generalt QR kodunkat.

o casio Bl

A FELADATOK MEGOLDASAI

© © © 0 0 0 0 00 0000000000000 0000000000000 000000000 0000000000000 0000000000000 0000000000 0 O

Az adatok alapjan a szuletéskor varhato atlagos élettartam mind a nék, mind a férfiak esetében né, a nemek kozotti
kuldnbség pedig csdkkend tendenciat mutat. Feltételezhetjuk, hogy ez sok kuldonbozd hatas egyuttes eredmeénye,
mint példaul az orvostudomany és a technika fejlédése, a csecsemaokori halalozasi arany nagymerteku javulasa, az
egeészseges és tudatos életmad elterjedése, a javuld gazdasagi kormyezet stb.

Vigyuk be az adatokat, és generaljuk a megfeleld QR kodot.

1| 1991 25 Zo18| 72,1
2| 1992| ed.6 2¢| 2018| 72.4
3 1993| €4S 27| 2017| 72,4
4 199a| e 28 —
65
Férfiak No&k
SHIFT) (OPTN SHIFT) (OPTN

Az altalunk generalt grafikonok a http://wes.casio.com/class/RjyZ-WF5i-Iv8D-P20D cimen talalhatok.

Az adatokat a CASIO EDU+ applikacio segitségével létrehozott osztaly

. X
és a generalt QR kodok segitségével tudjuk egyesiteni egy helyen. Mi a mEling
fogaskerékre kattintva atallitottuk az x €s az y tengely beosztasat, hogy az GafierReD Bistogranri (o)
adatok kényelmesebben Osszehasonlithatok legyenek. Xmin 1991
Xmax 2018
¥Ymin 64
Ymax &0
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Statisztika, a kapott adatok értelmezese

A szuletéskor varhato élet hossza

Cints Nasoa: Clats Hanter
W i % AL HAE0PHED
At Clina:

Jeloljuk ki mindkét grafikont a bal felsé sarokban 1évé check boxszal, és valasszuk ki a grafikonok egyesitése ikont.
Rovid gondolkodas utan felugrik egy kérdes, amelyikben valaszthatunk:

» Az &sszes adatot egyesiti €s egyseges grafikont készit.

» Az egyes adatok csoportjait megtartja, de a grafikonjukat egy kd&zos abran jeleniti meg.

(2 £250 - Googe Shvame l=l@| & |
Ll i k=

) Display by integrating the StRstcal graphs into |
ona

® Display by putting mulbple stalistical grapns on ||
top of eac 'hew |

Valasszuk most a masodik lehetdséget.

A felsé sorban lathato egyenesre kattintva megjeleniti a legjobban illeszkedd egyeneseket, azaz a regresszios
egyeneseket.
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Az egyenesek egyenletét megkaphatjuk, ha a szamologépen az aktudlis adatoknal lenyomjuk a (4) gombokat.

Férfiak Nok
i -3@5&1 1&}' 5 Yo 95510 aa;a
gt 7181 b g mey
Ve = 03312576313 - x — 595,3106634 Yoo = 02241147741 - x — 372,5111925
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Statisztika, a kapott adatok értelmezése

A szuletéskor varhato élet hossza

E’..........“.......“..........”.......“..........”.......“..........”....

A regresszios egyenes alapjan torténd becslést sokféleképpen el lehet végezni, mi most kétféle lehetdseéget

mutatunk be.

a) Amikor az egyik csoport (nék) adatait bevittik a tablazatba, akkor

i ® @
1:Tipus valasztas 1:Statiszt szg
2:Szerkesztd

3:2-valtozos stat
4:Regresszido szam

majd vigyuk be azt az értéket, amelyikre becsulni szeretnénk, és nyomjuk meg a kévetkezé gombokat

(ad PN ® (4] 3]
[~} - @
- 1:8ssZegzés 1:a 2:b 1995¢
2:Valtozé | B: 4:% R
Statisztik 3:Min/Max 5:%
y=a+b: 4:Regresszid

A szamitas masodik részét ismételgetve vagy a kapott formulat szerkesztve, megkaphatjuk a regresszios egyenes
alapjan becsult értékeket. Az ismert helyeken ezek nagyon jo egyezést mutatnak a valodi értékekkel.

Ev Becstilt érték

1995

Valodi érték

2009

2029

2063

b) Egy masik lehet6ség, hogy beirjuk a regresszids egyenesekre kapott 6sszeflggéseket a 9. menupont alatti
Tablazatba. Ne felejtsuk el mindkét fuggvény megjelenitését bekapcsolni, és a kezdd tartomanyt ovatosan
megadnyi, par elemre. Késdbb egyesével megadhatjuk az x valtozo értékeit.

(e (W) @ @ (2] (2 e (3)
A ., o a8
gl d A BB TG00 608

28 g 3% g 00

9:Tablazat

Zaro :2000

f(x)=0, 33125763 >

2(x)=0, 224114774 >

B G BY =-

@
a0
2009 |70, 185
2029
2063

T72735
76,811|82,217
88,073189,837

65, 5483110

Szorakozasbol megadtuk az x = 3000-es értéket is. Mennyi lenne a férfiak és a nédk varhatod élettartama 3000-ben?

Hihetd adatot kaptal?
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Clx) = x* + 225+ 452 + 5x + 13: R(x) = 22




A}

-
- \\
’ ~
& >

L \
/
i
\

\ /
\ ’
N ,
~ rd
Se__-¢
Y e LIS
" ~§

-
e

iy LI B

S -




Tablazatok, egyenletek, fuggvények

Hatarozzuk meg a gydkeit az alabbi polinomnak: x* — x* — 28x* — 20x + 48

Elsé 1épésben hasznaljuk a Tablazat mentit a gyokok helyének nagyjaboli megkereséséhez. frjuk be a flggvényt,

az f (x) helyére és a g(x) helyét egszertien hagyjuk uresen.

: Ml 2 &a" Tabl” tartoman
i T e n
Vgl Mg BBy |fO=x'--282°-2 | X T
g 3% g oo Zaré :6
9:Tablazat

A tablazattal hatalmas szerencsénk van, mert lathatjuk, hogy a fuggvény gydke a —4; -2; 1 és a 6. Nem mindig
talalhatjuk meg a gyokdket ennyire konnyen.

Nézzuk meg, milyen mas lehetdségunk van a gyokok megkeresésére a szamologep segitségevel.

Legfeljebb negyedfoku polinomok esetében egyszertien megoldhatjuk az egyenletet, ha az Egyenlet/Fuggvény
menupontban a Polinom opciot valasztjuk.

([EDJEY 2 (@

Iy . X < W vz @
%j L %ﬂj By 2iolinon o | [Foka? " TR e e
A:Egyvenlet/Figgv 2~4 valaszt 48
A négy gyok megjelenitéséhez elegendd az = gombot négyszer megnyomni.
B B B B

W & [3 v
axi+bx3+e«+ +e=0
X1=

6

W7o & [3 Vi
axi+bx3+e« -+ o+e=0
Xz=

1

W7 © [3 Vi
axi+bx3+e++ c+e=0
X3=

-2

W & [3 i
axi+bx3+e+ s+ o+e=0
Xa4=

A fuggvény értékeinek tablazatba foglalasa tokéletesen alkalmas €s kényelmes olyan polinomok gyokeinek
meghatarozasara, amelyeknek egész gydkei vannak, é€s tudjuk, hogy elséfoku tényezdk szorzatara bomlik.

Mit tehetlunk, ha nem ez a helyzet, azaz nem tudjuk, hogy a fuggvénynek egész gyokei vannak?

Hatarozzuk meg az y = 2x° — &° — 29x + 28 gyokeit!

frjuk be most is a fliggvényt a Tablazat mentibe, példaul a (-10; 10) intervallumon.

(eny) (9]
i 2 Té‘blmtﬁartomany T P
L s o % 3
FOO=C=2—292428 | Kezdd:-10 g— 2t
Zaro :10 d 3l s

Azt latjuk, hogy keét gyokoét tudunk a tablazat alapjan megtalalni, x, = -4 és x, = 1.
A tablazat értékeit latva kérjuk le a hozza tartozd QR kddot és olvassuk be a CASIO EDU+ alkalmazasba. (o).

CASIO. P
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Tablazatok, egyenletek, fuggvények

A fuggvény grafikonjat automatikusan megjeleniti az alkalmazas.

= W@
= = =

=1000—

4
-2000

3

=10 -8 <6 4 -2 01234567889
— 0 X

A gyOkok pontosabb meghatarozasahoz valtoztassuk meg az y tengely méretezesét. Enhez a fogaskerék ikonra

kell kattintani.

Setting b3 1
Stant 10 5 /i r
End 10
_'f
Step 1
— 50
e o ] |
Y =100 “-10-! 4 -4 -2 01234567889
_— —_— x
Ymax lllll] e
[ ouw |

Lathatjuk, hogy az egyenlet harmadik gyoke valahol 3,5 korul van.

Hogyan kaphatjuk meg az 10x° — 3x* — 70x° + 21x* + 100x — 30 = 0 egyenlet gydkeit?

Ennek az egyenletnek a gyokei sajnos nem egész szamok. Az egyik gydk LECE -
meghatarozasat mutatjuk meg. Irjuk be az egyenletet a szokasos modon a Tablazat -+ M
mentbe, példaul a (-10; 10) intervallumon. 2 28
Lathatjuk, hogy f{0) = =30 < 0 és f{1) = 28 > 0, tehat a figgvénynek van gydke a (0; 1
1) intervallumban. e
x= x

A gomb megnyomasaval visszaléphetunk a szerkesztd részbe, és allitsuk at a 2 | " "%
vizsgalt intervallumot a (0; 1)-re, 0,1-es 1épéskdzzel. Mazlink van, mert £(0,3) = 0, azaz b I A
0,3 gyoke az egyenletnek. 0, 3

10x° — 3x* — 70x° + 21x% + 100x — 30 = (x — 0,3)(10x" — 70x* + 100) = O

M & @
axdstuicazedure
10x4+ Oxs- T0x2
0
100
A maradék négy gyok:
i) T O i) T

ax44bx2+- « «+e=0 ax44bx2+- « «+e=0 axi4bx2+- « «+e=0 axA4DXI++ « che=
X1= Xa2= X3= Xa=

{5 2 -2 -{5

Az egyenlet gydkei tehat: 0.3; £v/5; V2.

100

| -

f , 1000
/ \\,' \ /

J

Bh
a0

~100

o Vg

—1)

500
T5-4-32-101 23456 -4 24 -08 0.8 24 4

x — axdehuFeced x

Az eredeti 6tédfoku egyenlet grafikonja A negyedfoku egyenlet grafikonja



A CASIO EDU + applikacid és a Statisztika menu

A CASIO EDU* applikacio idealis a csoportos, kooperativ feladatokhoz, de természetesen hasznos lehet minden
egyéni felhasznalonak is.

Két killdnbdzé modon is bemutatjuk, hogyan hozhat 1étre egy osztalyt (class)*:

a) Mobil eszkozrél

Nyissuk meg a letoltott applikaciot a CASIO EDUT ikon segitségével, majd valasszuk a Class felirati gombot. Egy
uj képernyd nyilik meg, amelyiken a jobb felsd sarokban 1lévé + jelet megérintve tudunk egy uj osztalyt létrehozni.
Adjuk meg az osztaly elnevezeését, és ha szukséges, akkor egy rovid leirast is készithetink. Ha befejeztuk, akkor a
Create gombot megérintve az osztaly létrejon.

G T T 2 G ¥ v
< Chase x Mucva clase

Salocclone; sres o ahada una elase, | | inoduzca s informacién de clase,

Musiibie B clisa

Average Helght A1 Sver the Wortd

Duseripesin: & thise

{7} Ayuda on lines

b) A http://wes.casio.com/hu/class/

frjuk be a béngészébe a http://wes.casio.com/hu/class webcimet és adjuk meg az osztaly nevét, és ha akarjuk,
akkor a rovid leirasat (ez nem kotelezé mezd). Kattintsunk a Create gombra.

Megjegyezzuk, hogy némelyik bongészd problémat jelezhet a megosztott tartalmak megjelenitésekor.

CASIO  WES Workdwide Educalion Service. om0

Cllans mroatinn

et racm

e et da cnado

Ches cemarighion

Sa zeilizerk swca class peTe compastis oy coobioar
14 Asres sefdreszes & 1aAlTess-y- 1o palle s
salrnis s ua frups de ehisis ¥ saisxs,

! Bévebb lefrast a CASIO EDU+ lehetéségeirdl a http://wes.casio.com/hu/education/extension/ linken talalhatunk.

% Egy osztaly olyan egységet jelent, ahol kezelni lehet tébb eszkdzrél érkezé QR kodot. Ezeket az adatokat dsszesithetjik vagy kilén is
kezelhetjuk, a célunknak megfeleléen.
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A CASIO EDU + applikacid és a Statisztika menu

A létrehozott osztaly® nyitoképernydje igy fog kinézni:

Cnline Sharing PR S | [

(- i g

e e agais Y et Sl mp

Bt e

s B R T T R R N AP o

o L L e bl
s LA o OF

o

[} PSR SRR S

Az osztalyhoz harom kulonb6zé modon is adhatunk elemeket:

a) QR koéd segitségével

Amikor egy osztalyt létrehoztunk, automatikusan generalodik egy egyedi QR kod, amelyik azonositja
azt. Elég az ikonjara klikkelni a bongészdben, és ha szukséges, nagyitsuk ki.

Chass Mame, Clerss Musthos:
GErnE LG

Aua maguEnad %

A tanuldk a sajat mobileszkdzukon 1évé CASIO EDUT applikacioba belépve az osztaly QR kédjat szkennelve
automatikusan az osztalyba léphetnek, de elébb el kell menteni az osztalyt a sajat eszkdzre.

Online Sharing
memeary kelsan | [ B3

Class Noesbur:
oo Il LA P Hom

@ Diuliacion someos s GR Coade de clase

* Az osztalyok automatikusan térlédnek, ha egy évig senki nem 1ép be. Tovabbi korlatozas, hogy minden osztaly maximum 50 adatsort
tartalmazhat.



A CASIO EDU + applikacid és a Statisztika menu

b) Az osztaly kédjanak megadasaval

A CASIO EDU" applikacioba belépve és az osztaly gombot megérintve valaszthatjuk az osztaly egyedi kodjanak
megadasat is. Vigyazz, ez kisbetl-nagybetu érzekeny. A példaban szerepld gcYo-5Kj7-LgDJ-kCjb kod az Autok
magyarul nevul osztalyba visz. Persze amikor beirtuk a kodot, akkor nyomjuk meg a Done gombot.

S ¥ a3 pemaey KeT5a0 v}
® Mamara de clase

Laves T S L -

i Seleccions, c1ee ¢ adeds wna clise,

Introdurca of ndmere e clase. € lsa Rumitae
| \ Tk 2 I Pt

c) Az osztaly URL-jének megadasaval
A tanar kuldhet egy linket, amelyen a tanulok beléphetnek az osztalyba. Ez altaldban a kovetkezd tipusu:

http://wes.casio.com/class/gcYo-5Kj7-LgDJ-kCjb

Figyelem! Az osztaly minden tagja teljes jogu hozzaféréssel bir, azaz meg tudja valtoztatni az abban szerepld
tartalmakat.

Statisztikai alapok

A szamologép lehetdve teszi, hogy a tanulok a statisztikai adatok elemzésére és értelmezésére fordthassak az idejuk
nagyobb részét, az unalmasan ismetlodd teljesen egyforma szamitasok helyett. A Statisztika menu hasznalata és a
CASIO EDU" applikacié egytttesen biztositja, hogy a tanuldk ne vesszenek el a szamolasok tengerében. Az applikacio
lehet&ve teszi az adatok vizualis megjelenitéseét is, egy jo grafikon pedig sokat segithet az adatok értelmezésében. S6t
az egyének vagy a csoportok eredmeényet is sokkal kdnnyebben 6sszehasonlithatok lesznek.

Mutatunk egy példat, amelyben 30 azonos koru tanuld neme, magassaga e€s labmeérete szerepel:

Neme  Magassag (cm) Labméret Neme  Magassag (cm) Labméret
1 Lany 153 37
2 Lany 159 36
3 Lany 153 37
4 Lany 162 37
5 Lany 167 36
6 Lany 157 38
7 Lany 159 36
8 Lany 165 37
9 Lany 168 38
Lany 154 37
Lany 159 37
Lany 159 35
Lany 154 36
Lany 161 37
Lany 165 38
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A CASIO EDU + applikacid és a Statisztika menu

A tanulokat csoportokra osztottuk, és az egyes csoportok a kovetkezd feladatokat kaptak:

1. csoport A fiuk magassaga egyesével

. csoport A lanyok magassaga egyesevel

. csoport Az &sszes magassag egyesevel

. csoport A fiuk magassaga gyakorisagokkal

. csoport A lanyok magassaga gyakorisagokkal

6. csoport Az 6sszes magassag gyakorisagokkal

7. csoport A fiuk cipdmérete egyesével

8. csoport A lanyok cipdmeérete egyesével
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Dobozdiagram és statisztikai adatok
Valasszuk a statisztikai adatokat, azon belul pedig az 1 valtozds statisztikat.

ey (€) M

. . 1:1 valtozés x
AA i 2:y=a+bx of—
EB g X§ g %5 dOOg |[3:y=atbx+cx? ]
6:Statisztika 4:y=a+b-1ln(x)

A feladat egyes részeiben nem kell, mas részeiben kell gyakorisagokat hasznalni. Ezt szukség szerint tudjuk ki- és
bekapcsolni.
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1:Bevitel/Kiiras 1:Tort alakia Gyakorisag?
2:Sz0g m.egys 2:Komplex I [1:Be
3:Szamformatum 3:Statisztika 2:Ki
4:Mérndki szimb 4:Szamolétabla
Az (1]-est valasztva a gyakorisagok megjelennek, a [2]-est valasztva pedig nem.
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Most mar minden szukseéges dolgot tudunk, ugyhogy vigyuk be az adatokat, elsének a fiuk magassagat
valasztottuk egyesével. Az adatok bevitele utan vigyUk be az adatokat a CASIO EDU" applikacidba egy QR kod
segitségeével. Mindegyik adatsort nevezzuk el, és adjunk hozza egy rovid leirast, hogy késébb is azonositani tudjuk
az adatokat.
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Generaljuk a QR kodot [orTN).
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A CASIO EDU + applikacid és a Statisztika menu

A kovetkezd 1épések vannak hatra:

1. Nyissuk meg
a CASIO EDU*
programot, és
valasszuk a QR
kod beolvasasat.

i
SR ORGede

fﬁ Class

{Z) Ayoda an oo

2. Olvassuk be a
kodot.

3. Valasszuk

az adatok
megosztasat
egy osztalyban
lehetéséget.

8 (st pormects de R Conbe ds cabeuladara

5. Nevezzuk el az
adatsort.
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€ Average Heght Al Dver the Workd

Compana graticos o rasuitston da caleul.

o | Compadiccenh clise A"

4. Adjuk hozza a
létez6 osztalyhoz,
vagy hozzunk létre
egy Uj osztalyt a jobb
felsé sarokban 1évé +
jel segitségével..

Amikor minden adat QR kodjat beolvastuk, akkor készen allunk az osztaly és a grafikonok megtekintésére.

A ZOOM gombra kattintva a grafikon nagyobb lesz.
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A CASIO EDU + applikacid és a Statisztika menu

Ha a diagram jobb felsé sarkaban lévd D, helyre kattintunk, akkor megjelenik egy uj ablakban a diagram és az

adatok tablazata.

Online Visualization
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A statisztikai paraméterek kiszamolasa

Térjunk vissza a szamologéphez és irassuk ki a statisztikai paramétereket.
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Ezt is megoszthatjuk az osztallyal. ha elkészitjuk a QR kodjat [oPTN).
[ | fik o gy O | ey st
W e v O & mewoups - a
T =786
& -.u; (s
Er=1579
i e
Woewn o+ D
a) | alx = A I0GE66T
5| @ roce
}I { s ox =6 AEAG
A Em
- 1 = FROT428T
g = 3t zcca
e w ™ ™ o = RSN
o D
. i - = L n=ls
| =
. ] 1 gy =172
| v | o=
Oszlopdiagram és egyéb diagramok
Ahhoz, hogy legyen értelme az adatok alapjan készitett 45
oszlopdiagramnak, az adatokat a gyakorisagukkal érdemes bevinni. a
«Vigyuk be a fiuk magassagait €s az egyes adatok gyakorisagat, majd L
generaljunk QR kodot. 3
2.5
» Az osztaly adatait frissitve kirajzoltathatjuk a diagramot. A statisztikai 2
paraméterek természetesen nem valtoznak meg attdl, hogy az 15
adatokat csoportositottuk. 1
0.5
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A CASIO EDU + applikacid és a Statisztika menu

A fogaskerék ikonra klikkelve egy-két beadllitas jelenik meg. Az x tengelyen atallitva a 1éptéket, kicsit valtozik a
diagram alakja.
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Setting *
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Display m%l

Adatok elhelyezkedésének 6sszehasonlitasa

VigyUuk be kulon a lanyok és a teljes populacio adatsorait. Sokkal kdnnyebben tudjuk ezeket dsszehasonlitani, ha a
bal felsé részen lévé check boxokat bejeldlom és kivalasztom a grafikonok dsszehasonlitasa mentt.

3 casio- Gmgle-ﬁmg =] 8]
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Alanyok és a fiuk diagramja, ahogy vartuk, kulonbozik, ahogy a lanyok €s a fiuk biologiai adottsagai is
kulénboéznek.

i 0 50 100 150 200 250

A magassagra vonatkozo statisztikai adatokat egy téblazatba gyujtve:

Magassag (cm) 159, 173, 180
Lanyok magassaga (cm) 4,841 159
Fiuk magassaga (cm) 6,333 173, 180

A cipdméret és a magassag egyuttesen hasonlo lehetdségeket kindl, sét a két valtozo kozoétti linedris kapcsolat is
vizsgalhato.
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